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Monsieur SYLLA 

 
Exercice 1:  4 points  
 

Soit la fonction g : ]
−𝜋

2
,

𝜋

2
[ →  ℝ 

                                    𝑥 ⟼ 𝑡𝑎𝑛𝑥 

1) Montrer que g est bijective. 
2) On note Arctan la bijection réciproque de g (Arctan est la fonction arc-tangente). 

a) Démontrer que arctan est dérivable sur ℝ et que 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛′(𝑥) =
1

1+𝑥2
 , 𝑥 ℝ. 

b) En déduire que,  𝑥 ℝ*, on a : 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
1

𝑥
=  

𝜋

2
 

 
Exercice 2:  5 points  
 
Soit f une fonction continue sur un intervalle  [𝑎 , 𝑏], dérivable sur ]𝑎 , 𝑏[, (𝑎 < 𝑏), et telle que 
f([𝑎 , 𝑏]) ⊂  [𝑎 , 𝑏]. 
On suppose de plus qu’il existe un réel k ∈ ]0; 1[ tel que, ∀𝑥 ∈ ]𝑎 , 𝑏[ , on ait |𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑘. 

1) Montrer que l’équation f(x) = x admet une unique solution 𝛼 dans  [𝑎 , 𝑏]. 
2) On définit une suite (𝑋n) par la donnée de 𝑋0   [𝑎 , 𝑏]  et par la relation de récurrence 

𝑋𝑛+1 = 𝑓(𝑋𝑛), 𝑛ℕ. 
a) Montrer que, ∀𝑛 ∈ ℕ,  𝑋𝑛 ∈  [𝑎 , 𝑏]. 
b) Montrer que, ∀𝑛 ∈ ℕ,    |𝑋𝑛+1 − 𝛼| ≤ 𝑘|𝑋𝑛 − 𝛼|  
c) En déduire que : ∀𝑛 ∈ ℕ,   |𝑋𝑛 − 𝛼| ≤ 𝑘𝑛|𝑋0 − 𝛼| 
d) La suite (𝑋n) est-elle convergente ? Si oui, donner sa limite. 

 
Exercice 3:   5 points  
 

On considère la suite (𝑆𝑛)𝑛≥1 définie par : 𝑆𝑛 =
1

5
+

4

52
+

7

53
+ .  .  . +

3𝑛−2

5𝑛
= ∑

3𝑝−2

5𝑝
𝑛
𝑝=1  

1) Montrer que ∀𝑘 ∈ ℕ⋆, 𝑜𝑛 𝑎: 𝑆𝑘+1 − 𝑆𝑘 =
3𝑘−2

5𝑘 ×
1

5
+

3

5𝑘+1 

2) En déduire : 
a) Le sens de variation de la suite (𝑆𝑛)𝑛≥1  

b) La relation : 𝑆𝑛+1 =
1

5
+

1

5
𝑆𝑛 +

3

20
(1 −

1

5𝑛
) , ∀𝑛 ∈ ℕ⋆ 

3)  Déduire des résultats du 2) que la suite (𝑆𝑛)𝑛≥1 est majorée. 
4) Montrer que (𝑆𝑛)𝑛≥1 converge et calculer sa limite. 

 
Exercice 4:   6 points  
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On pose la fonction polynôme 𝑓𝑛 définie par 

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1 +  … + 𝑥 − 1 
1) Etudier les variations de 𝑓𝑛 sur [0, +∞[ . 
2) En déduire qu’il existe un unique réel 𝛼𝑛 ∈ ]0, 1[ tel que 𝑓𝑛(𝛼𝑛) = 0 , pour tout 𝑛 ≥ 2. 
3) a) Calculer  𝑓𝑛+1(𝛼𝑛). En déduire que 𝑓𝑛+1(𝛼𝑛) = 𝑓𝑛(𝛼𝑛) + (𝛼𝑛)𝑛+1 . 

b) En déduire que, pour tout  𝑛 ≥ 2, on a : 𝛼𝑛 > 𝛼𝑛+1 . 
     4)   a) Démontrer que la suite (𝛼𝑛)𝑛≥2 est convergente et que 𝛼𝑛 ≤ 0,7,   ∀𝑛 ≥ 2. 

           b) Montrer que , ∀𝑥 ≠ 1,  on a : 𝑓𝑛(𝑥) =
1−𝑥𝑛+1

1−𝑥
− 2 

           c) En déduire que, ∀𝑛 ≥ 2, on a : 2𝛼𝑛 − 1 = (𝛼𝑛)𝑛+1 

           d) Montrer que (𝛼𝑛)𝑛≥2 converge vers  
1

2
 . 


