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Matiére : Mathématique Série 3 : LIMITES Professeur : M. Maissa Fall
Groupe Excellence (cours CONTINUITE Niveau : 1S1
en ligne)

Exercice 1 :

Calculer les limites en + c© et en -0 des fonctions suivantes.

2 +4x-7 - 24 2% +3 2
a) f(x) = % b) f(x) = 22)(—7 c ﬂ d) f(x) =X—+2
2x° -6 3x° —3x+1 -3x+4 |- 2x+3|

2 Y —
) fx)=x+ VX2 =2x f) f(x)= VX* +x+1 —x’ -1 g) —X;ll h) f(x) = i

3X+2

Exercice 2 :

Dans chacun des cas calculer la limite de la fonction f en 0.

i i sin x sin®x x® cos®
YL R S LA R T P LA P LR
sin 3x Jx X sin? x
sin X + tan x X 4+ COS X
f) f(x)= ——— g) f(x)= ———
X +Sin X

Exercice 3 :

IA

et

1 . XA/ X
1. Démontrerque V x €[1;+00[, = < —— <1. En déduire lim
2 X+ 7 x+1

. X
lim ——
0 Ix(x+1)
2. Démontrer que V x € IR,

COSX +Ssin X|£ 2. En déduire les limites en +00 et en-0o dela

COSX +Sin X

X2

fonction x —>

Exercice 4 :

1) Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer les limites suivantes.
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. 1 . 9 1 . COS X . 1 . X + COS X
a) Ilmoxsm— b) |Im0X cos— c) lim — d Iim ——— ¢)lim ———
— X X T X +1 0 T X4sinx T 77 34+C0SX
. . X — sin? x
f) f(x) = x + E(x) g) f(x) = 2x + sinx h) f(x) =x*1+cos’) i)f(x)= =—=
2 +sinx

- f(x) = Sin(>2<2) ke f(x)= EX)
X X

2) Calculer les limites suivantes

. tan 4x . 2X+CcosX
a. lim———— b. lim ———

H%sin 2x -1 x—-» 4 —3C0S X

2. Déterminer les domaines de définition de ces fonctions puis calculer les limites aux
bornes :

X2 +x2+x-3

2 3y il b. g(x) =/x% —3x —/x? +5x

a. f(x)=

3. Calculer les limites suivantes

2X—+/X+1-4 . AIX+2-=2

a. lim b. lim-—=—=
=3 x2-2x-3 2 \[2x+5 -3

Exercice 5 :

, . ) l-cosx 1
1. Démontrer que la limite en 0 de la fonction x >——— = E
X
2. En déduire la limite en 0 des fonctions suivantes.
X3 sin? x cos? x—1 VJ1-—cosx
ajx—B——— bx>b———— ¢ >——m— d) b——
1-cosx cosx—1 xtan x sin X
Exercice 6 :
Calculer la limite de f en xo dans chacun des cas suivants
V1+x-1 veosx —1 COS X
a) fX)= Y= %=0 b)fiX)= = xo=0 O)f(X)= ——— xo= (=)
X X 1-sinx 2
sin X — cos X 7 X—+x?>=3x+1 Y3x-1-2
d)f(x)=—————— xo=— e)f(x) = Xo=+00 f)f(x)=—— x0=3
oy 4 2X +V4X% + X x-3
2
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Exercice 7 :

Calculer les limites des fonctions suivantes aux points indiqués

X3 +x2-8x-12

1) f(x)= T X, =—-2 et-o
= 12 ’
2) g(X)=vVXP+x+1-x-1; 4+
3) h(x) = V2x -2 Xy =2
MX+1-4/2x-1
) COS? X + COS X — 2
4) i(x) = X, =0
) 109 cos?—1 0
5) j(X)=\/1—_c032x X, =0
sin 3x
tan 6x V4
6) k(x)=— X, = —
) k() 1-2sin x ° 6

Exercice 8 :

Déterminer les domaines de ces fonctions de IR vers IR et calculer les limites aux bornes

2 2 s
a) |(X):\/X2 —X—\/Xz 1 e)a(x) = {me =0

six=0
x+2
X=vXx>=x+1
b) m(x) =
2X —/2x% 42
2 pa—
g n(x):X +3x—-4

x* -1

d) f(x)= W on discutera suivant les valeurs de a et b

Exercice 9 :
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1 1

_— - , (x+a)* -a’

Déterminer la limite en zérode x > ——
X

et la limite en +« de la fonction x —> x +31-x3

CONTINUITE

Exercice 1 :

1. Etudier la continuité sur IR de la fonction x> E(x) + [x — E(x)]? ou E désigne la fonction partie
entiére.

2. Soit g la fonction définie par : g(x) = E(x) + E(2x)

3. Déterminer les limites a droite et a gauche de g aux points 0 et 0,5. La fonction est-elle
continue en ces points ?

4,

Exercice 2 :

Dans chacun des cas suivants déterminer la valeur de a pour que la fonction f soit continue sur IR. a)

2 [y 2
X_-X X" =X+1-X f =X six<o

f(x) = " six=0 b) 4T = six#1l %3’
f(0)=a f)=a f(x)=x*+x+a,six >0

Exercice 3 :

1. Soit f la fonction définie par :
X2 —x—6+|x=3

; SiX#3
X° -9

f(x) =
f(3)=a

a. Déterminer le domaine de définition de la fonction f.
b. déterminer la limite a gauche et a droite en 3.
c. Existent-ils des valeurs de a pour lesquelles f est continue en 3.

x?2-9

2. soit g la fonction définie par : g(x) = | | 3
X -

7

g est-elle prolongeable par continuité en -3 ?; en 3 ? si oui donner le prolongement.
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Exercice 4 :

a) Etudier la continuité de f sur son domaine

f(x):L pour x<0
Xx—-1

f(X)=/x-x> pour 0<x<1

f(X)=—-x*>+4x-2 pour 1< x<3

f(X)=4-x pour x>3

b) Déterminer a et b pour que f soit continue sur son domaine
f(x)=x*>—-ab  pour x<-2
—
f(x)=
X-b
f(x)=x-a

pour-2<x<1

pour x >1

Exercice 5 :

, f(x):sz(lj si x=0
Soit X
f(0)=0
a. Donner I'expression de f sur ]— 00, —1] et sur ]1; + oo[
Déterminer lim f(x) et lim f(x).

c. Prouverque Vxe[F1,0[u0,] ona x-x*<f(x)<x
Calculer la limite de f en O.

1 1 1 1
e. Pour ne€ IN* donner I'expression de f sur ,—| et sur |—,——|.
n+1l n

1
f admet-elle une limite en — ?
n

Exercice 6 :

Soit f la fonction définie par f(x) = XG —E G))

1) Montrer que ¥ x e [-1;1[,If(x)| < Ixl
2) En déduire lim, _,, f(x)et un prolongement par continuité de fen o
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3) Donner I'expression de f pour
XE ]L 1|, n = 1.Calculer f(i) .En déduire la continuité de f sur |0; 1]

n+l'n

Exercice 7 :

Soit a un réel fixé. Soit @ une fonction numérique telle que si x tend vers a, alors

(p(x))* tend vers 4. Intuitivement, on est tenté de dire que, si x tend vers a, ¢(x) tend vers =2 ou ¢(x)
tend vers 2.

1°) Cette intuition est - elle vérifiée pour les fonctions f et g suivantes ?

2 x | g(x)=—2sixeQ

, et xtend vers O . et x tend vers 3
g(x)=2six¢Q

2°) Que doit — on ajouter a I'’énoncé pour que l'intuition soit confirmée ?

f(x) =

Exercice 8 :

On définit les fonctions f et g par :

f(X):—x+1 si0<x<i g(x) =0 si
2 2 et .
f(x)=0 SIESX]. g(x):X_E Si

1) Les fonctions f ;g ;f + g, et fg sont-elles continues sur [0 ;1] ?
2) Est-il vrai que le produit de 2 fonctions continues sur un intervalle [a ;b] est la fonction
nulle si et seulement si 'une au moins des 2 fonctions est la fonction nulle ?

Exercice 9 :

Déterminer le prolongement par continuité s’il existe des fonctions telles que :

%; gL

4+x% -2

f(x) = sin(%); h(x) = %[(1+x)“—1](n cIN) et k(x)=xE(%)

Exercice 10 :

0 xllx-2

Soit f la fonction définie par X(><2—X—2)1
f(2)=5

Si X #2

1- Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition
2- Déterminer un prolongement par continuité a droite de 2
3- Déterminer les limitesdefen—-1;1;--© et+ «
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4-

Exercice 11 :

Etudier la continuité de f :
f(x) =1-x pour x<1 f(x) = xsinx —acosx pour x< 0
a) f(x) = x? + x—2 pourl < x<2 b){f(X)=x+b pour0<x <3
f(x) = —4x —2 pour 2 < X f) =x* -4 pour 3 <x

(On discutera suivant les valeurs de a et b)

Exercice 12 :

Soit f une fonction définie et continue sur [0 ;1] et telle que f([0 ;1] < [0;1].
Démontrer qu’il existe un réel xo de [0 ;1] solution de I'équation f(x) = x.

Exercice 13 :

On cherche toutes les fonctions f continues sur IR telles que pour tout couple ( x, y) de réels on ait :
fix+y ) = f(x) + f(y)
1) On suppose qu’une telle fonction existe
a) Calculer f(0); montrer que f est impaire
b) Montrer que pour tout entier relatif non a : f( nx ) = nf(x)
c) Montrer que pour tout rationnel ron a: f( rx ) = rf(x)
d) Montrer que pour tout réel a on a : f( ax ) = af(x)
e) On pose f(1) = o ; déterminer f(x) en fonction de x et a
2) Conclure

Exercice 14 :

Soit f une fonction f continue sur IR telle que pour tout réel x :f(2x) + f(x) =0
a) Calculer f(0)

b) Montrer que pour tout entier naturel n : f( ZL” ) = (-1)"f(x)

c) Montrer que f(x) = 0 pour tout réel

Exercice 15 :

On cherche toutes les fonctions f définies et continues sur IR & valeurs dans IR", telles que
pour tout couple ( x, y) de réels on ait : f(x+y ) = f(x) f(y) (*)
1-Montrer que f(0) =1

f(x)

1
etf(x-y)=—— VXxelR, VyelR
f(x) f(y)

2-Montrer que f(-x) =
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3-Montrer que pour tout entier naturel n on a: f( nx ) = [f(x)]" VX €IR
4-Montrer que pour tout entier relatif mon a : f( mx ) = [f(x)]™ VX € IR
5-Montrer que pour tout rationnel ron a: f( rx ) = [f(x)]" VX IR
6-Montrer que pour tout réel a.on a: flax ) = [f(x)]* VX IR

7-0On pose f(1) = k ; exprimer f(x) en fonction de x et k pour tout x réel
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