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Exercice1:

On appelle le principe des dominos : si U est une suite et si p et q sont des entiers tels
q
que:0 < p < q alorson Z (Uk+1—uk)zuq+l—up .
k=p

Une telle somme est appelée somme télescopique. Evidement la majorité des termes

s’annule et la somme vaut uqul —Up . Voici quelques exemples.

1) Simplifier les sommes suivantes :
g-1

q
a=> (Uy—Y) e b= > (u,-u)
k=p k=p-3

n n
2) Simplifier les sommes : YneN, A(n)= Z kk! et B(n)= Z K
k=0 kzo(k +1)!

Indication : remarquer que k = (k + 1) — 1 et transformer en somme télescopique.

3) Déterminer trois réels a, b et Ctels que pour toutk >1,

1 3,0 L C o deduirele caleul de Y
kK(k+1)(k+2) Kk k+1 k2 =" OO i) (k+2)
Exercice 2

Démontrer par récurrence les résultats suivants :

a) vn>1 1+3+5+---+(2n—1)=n2; b) vheN , 2">n+1

VneN" ST R - d)vneN . k 2“n2k1
c) VvheN" | kz::l ” _|(Z::1n+k . d)VvneN" L[l(n+ )= L[l( ~1)

n
e) VneN" | (a—b)(Zak_lb”_kj:a”—b“ , ol aetb sont des réels non nuls
k=1
. n . 2n—1(_1)k 2n 1
f)vneN , Y kl<(n+1)! ; g) VvneN , > >——=% = (Th.de CATALAN)
k=L k=0 k+1 kSpak
Exercice 3

n
o . o k.3 «
1) Linéariser sin3x. En déduire Sy, = kZ;‘)S sin (3k+1j
2) En remarquant que : sinx = sin[(k + 1) — kx].
L 1
En déduire la somme : Sy, = Z
k=1 cos(kéd)cos((k +1)0)
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Exercice 4
1) Pour tout Ne N, on pose : u, = 1 S —Zn:u T, —Zn: 1+1+ 1

’ e | ) n— ) n=— -

n(n+1) =k k=1 k2 (k +1)2
a) Calculer S,, pour tout ne N .
N 2
b) Montrer que : Vk e N ,(1+uk) =1+i2+ ! 5
k®  (k+1)
n(n+2 .
c¢) En déduire que T, :M pour tout ne N" .
n+1

2) Pour tout ne N, on pose : W, tn i(—

OO o T

; : ; « a b C
a) Déterminer des réels a, b, C tels que: YneN’, W, =—+——+ .
n n+l 2n+1
n
b) Montrer par récurrence que : Vne N, in+1——[2 ——1—3]
] n+
n-1 1
3) Onpose:y, =1let y, =1+ zk2—2 pour tout n>2 .
k=1 uk

a) Exprimer Yy, en fonction de W, pour tout n>1.

b) En déduire que : VneN", Z =18+24X, 1 +—— .
_1yk n+1

Exercice 5

(Un) Uy =0
1) Soit (Up ), la suite définie par :
< Uy, =+3Un+4 ; VneN

Montrer que pour tout N entier naturel, 0 <U, <4 .

2) Soit (Up ) N la suite définie par : u2

_“n¥l . ’
N2 = : VneN

Montrer que la suite (Up )n cN est bien définie et déterminer une expression explicite de Up

pour tout N de N .
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Exercice 6

1) Soit (Uy, )n N la suite définie sur N par : 2u, :
= ) 5 VneN

un+1

a) Montrer que pour NeN ona: 0<u,<1.
b) Etudier les variations de (U, )n N et en déduire que u, = %

c) Montrer que (Up )n oN est convergente et calculer sa limite.

. . [ —u
2) Soit Vv la suite de terme général : vy, = o,
1+uy
a) Montrer que pour tout N€Nona: Vi = vn2 :
: 1
b) En déduire que pour tout N€N : v, = = -
3

c) On pose pour tout N€N : Py =Vy.Vy.=-Vy . Calculer p, puis calculer nirﬂoo[

* n-1
3) Soit la suite Sy, définie sur N par: S, _L Z u,
N k=0

* 1
a) Montrer que pour tout NeN , ona: 0<1-u, <1—2(1—un_1) .
+Uu
0

n
b) En déduire que pour tout N€N , 0<1-uj, <(gj .

* n
c) Montrer que pour tout Ne N ; 1—§[1—(gj } <S,, <1 . En déduire alors nIim
n

Exercice 7

2X

1+ X2

a) Etudier les variations de f . Résoudre dans R I'équation f (x)=X.

1) Soit la fonction : f :x+> f (x)=

b) Montrer que si :1< x < J3 alors 1< f (X)S\/§ .

Un =1
2) Soit la suite réelle u définie par : 0
u,.,=f(u) ; vneN
a) Montrer que ¥n e N, 1<up, <+/3. Etudier la monotonie de U .

b) Montrer que U est convergente et calculer sa limite.
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2
u
3) VneN, on pose v, = —2 5 -

a) Montrer que V est une suite géométrique. En déduire l'expression de Uy, .

b) Retrouver lim uy,.
N—+00

Sn
-
a) Montrer que Vne N : nS,,1 —(n+1)S, = nu?—S, .

5)Onpose: VneN : r,=

b) En déduire que (1) est une suite croissante.

c) Montrer que (I,) est une suite convergente.
*
6) Soit N, peN tel que n> p.
n J—
a) Montrer que (n— p)ug <S, < nunz_l. En déduire que [Tp)uf) <Shp<ul .
b) Montrer que : V peN’, ug <1 <3. Endéduire lavaleurde | .

Exercice 8

On considére la suite : _ 2+3up

1) Montrer par récurrence que pour tout N€N, ona: 0<u, <2.
2) Montrer que (Un )n cN €St une suite croissante.

Uy —2

up+1°

3) Soit la suite V définie sur N par : Vp =

a) Montrer que la suite V est une suite géométrique de raison g = % .
b) Exprimer V,, puis U, en fonction de n .
c) En déduire la limite de la suite (un)neN :
4) Soit la suite W définie sur N par : W, =0et W1 =Wy +V, pour neN .

1

n
8
a) Montrer que W, 25[(Zj —1} pour neN .

b) Calculer alors la limite de la suite (W) .
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