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101 / Fencdan I et cxge

Exercice 1

Calculer les limites suivantes de f au point xo :
xlnx Inx—2

a)f(x)=x+1 ; Xo =+ ; b)f(x)=m; Xg =+
In(x+1)

) f)=—73—; xo € {#+0;0} ;

d) f(x)=In|x*—4|—|x—2| ; xo € {—;+x}
In|1— |x]||

e) f(x)=T, Xo € {0; —o0 ; 400}
In(1+ x?)

) f&x)=———"; x €{0;—00; +o0} ;

) FO) = xp € {0 +o0)

X)=— ;x ; +oo0
g \/} 0

1

h) f(x)=xln‘1+;| ;o X € {0; —00; 400} ;
] xlnx € (+0:0)

_ . oo -
l’) f(x) X—lnx ) xO )
_ x2+1
D@ ="+ D] 5 x € (15 +00)
Exercice 2
Déterminer les limites suivantes, en justifiant vos calculs.

’ X+ 2 B) lim 2xin(x 4 . ’ x3 —2x%+3
a) xir(gg' lenx ’ ) xg(?" xn(x x) ’ C) x—l>7-;-noo xlnx
. eVxtl _ ’ In3x+1) .y x*—1
)x—l>1noox+2 ’ ) xirgl+ 2x ’ xirg!*ln(x-l-l)

lim —2— (214 R lim (k2 — DIn(7x3 + 4x% + 3
9 tm (i) W im0 DO a4 )

e el g - 1y g T D)
0 Jim G =2)"In(x* = 8) 5 Jj) Um e

)
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k) xl_L;Zrnoo(xlnx — xIn(x + 2))

X XZ X
l) xl—lzi-noo exz—ex ; m) xlir(?*(l T x)lnx ; n) xgz-nm (%)
x+1 1
o [x3 4+ 5\x%+1 e + 1\x+1 , 1
o) lim <x2 n 2) ;o p) lim ( . ) p @) lim (In(1 + x))Inx
o xO6H o (x+D* o oxIn(x2+1)
r) xginw x (&%) ;9 x&TmW ) xl—lﬂ-noo 1+e*3

Exercice 3

Etudier les limites suivantes :

1 3
. _ . x3+x4 1 .1
a. lim (x +1)™*"+1 b. lim £ 1x c. limXx d. lim xx
X—+o00 X—+o00 = x—-0 X—+o0o
x5
1
e lim 1+Inx f. lim 1+inx lim (x2 )E
" x50 x2 " xotoo X2 g'x_>+1— x—1
: 1\* - . 1 - L
h. lim (1 +—) i. lim(sinx?)x Jj. lim (x + 1)ex+1
x—>-1 X x—0 X—>—00
() .
k. lim “— (a>0; p>0) . limx%|lnx|f (a>0; 8> 0)
x—+o00 X x50
L . 3 2 %
. 1 . L _ 4—x3+
m. lim tan(x)etanx n. lim (Inx)inx 0. lim 365#
x—0 X—+o00 X—+o00 =
x6+2x

Exercice 4

L. On considére la fonction f, définie sur 0; +oo[ par f,(x) = x? — Inx
On désigne par (I') sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (05 1; 7).

1. a) Calculer lirgz+ fo(x) et liT fo(x)

x
b) Calculer linn fzi ) et interpréter graphiquement le résultat.
x—+00

c) Dresser le tableau de variation de f,.
2. Dans l'annexe cijoint on a tracé, dans le repére (0; T; J), la courbe (L) de la
fonction In et la courbe (C) d’équation y = x2.
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a) Soit x > 0, on considére les points M et M; de méme abscisses x et
appartenant respectivement a (L) et (C). Vérifie que MM, = f,(x).
b) Construire alors dans l'annexe les points de la courbe (I") d’abscisse

. 1 1
respective 2 , — et |-
e 2

-

c) Trace la courbe (I') dans le repére (0 ; T; J).
I1. 1) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction f, définie sur ]0; +oo[ par fi,(x) = x* — Inx
a) Déterminer fi,' la fonction dérivée de f.

o k|1 1+ink
b) Montrer que fi, admet un minimum en \/; égal a :

k
c¢) Pour tout réel x > 0, on considére les points My, (x, x*) et M(x, inx).

Déterminer la valeur minimale de la distance MM;,

k|1
2) Pour tout entier k = 2, on pose Uy, = p
g Ink o o
a) Vérifie que Inuy, = — & eten déduire que la limite de (uy,).

b) Soit A(1,0) et Ay, le point de coordonnées (uy; fi, (uy))-

Calculer la limite de la distance AA,, lorsque k tend vers +oo.

Exercice 5

Le plan orienté P est rapporté a wun repére orthonormé (0;7; )
(unité graphique 4cm) n étant un entier naturel non nul. On s’intéresse aux

solutions dans R de [’équation d’inconnue x : (E,) :x+e*—n=0
Soit f,, la fonction définie sur R par : fy(x) =x+e*—n
On note Cy,_ la courbe représentative de fy, dans le repere.

Partie A

1. a) Vérifie que pour tout réel X est strictement positif, Inx — x < 0.
b) Montrer que l'équation (E,) posséde une solution unique u,, et que u,

appartient a Uintervalle ]ln (g) ; lnn].
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c) En déduire les limites suivantes : lim u,, lim —=, lim —=

n—-+oo no+o N’ nst+elnn
d) Calculer uq

. Dans cette question et celles qui suivent, on pourra au besoin se servir de

'équivalence suivante : VX €R, x+e*—n=0 @e*=n—x
en+1
eun °

Montrer que lim (U4 —u,) =0
n—-+oo

a) Calculer lim
n—-+oo

b) A laide des variations de f,, étudier les variations de la suite (uy,).
c) On note A, Uaire du domaine plan délimité par les droites d’équations

X = Upyq, X = Up, laxe des abscisses et la courbe Cy .

Montrer que : A, = %(u,z1+1 —u2)—(n+ 1D (upy —uy) +1

Vérifie que pour tout X appartenant a l'intervalle fermé d’extrémités u,, 44 et Uy,
ona:0<f,(x) <1. Endéduire lim A,

3.

n—+o
a) En utilisant la définition de la dérivée d’une fonction en un point, vérifie
qu’il existe une fonction € définie dans un intervalle ouvert contenant 0 telle
que pour tout h dans cet intervalle, on ait :
in(h+ 1) = h + he(h) et lime(h) = 0

u .y
ﬁ —1 Cclesta-dire que u, = Inn + a,lnn.

Quelle est la limite de () ?
c) Déterminer une suite (y,,) telle que u, = Inn + In(1 + y,)

b) On pose a,, =

Déduire alors la question (3.a) qu’il existe une suite B,, ayant pour limite 0

Un Inn

telle que : u,, = Inn — s T B

Partie B

Dans cette partie, on s’intéresse d u,.

D’apres la premiére partie, u, appartient a Uintervalle [0 ; in2].

On note g Uapplication de [0 ;1] dans R telle que :

vx € [0;1],9(x) = In(2 —x) et on pose : b = %lnz et a = g(b).

1.

a) Montrer que U, est le seul point fixe de g et que U, appartient a l'intervalle
[ =[a;Db].
b) Prouver que g est dérivable sur [ et Vx € I,|g' (x)| < |g(b)|.
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Enoncé clairement le théoréme qui permet d’en déduire que
v,y €L 1g(x) =gl < 1g'(B)[|x -yl
c) Vérifier que g(I) c I.

2. On pose, ay = b et pour tout entier naturel , a,,, = g(ay).
a) Démontrer que la suite (a,) est bien définie (c’est-a-dire démontrer que pour
tout entier naturel n, a,, appartient a l'ensemble de définition de g) et pour
tout entier naturel n, a,, appartient a I.
b) Démontrer par récurrence Vn € N, |a,, — u,| < |g'(b)|"(b — a)
En déduire que la suite (a,) est convergente et calculer sa limite.
c) Quelle valeur suffitil de donner a n pour que (a,) soit une wvaleur
approchée de u, a 1073 ?
3. Représenter sur un méme graphique, restrictions de g, f5 a Uintervalle [0 ; 1],
le domaine A,, la droite d’équation y = x les points de coordonnées respectives

(ar 0)) (uz, 0)) (u3, 0)

Exercice 6
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0 ; U; ) (unité graphique 2cm)
Partie A : Soit f la fonction définie sur [0; 1] par : f(x) =1 —x? + In(1 — x)

1. a) Etudier la fonction f et représenter graphiquement sa courbe (Cr) dans le
repére (0; T;7)
b) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.

Vérifie que a € [%,ﬂ]avecﬂ:l— %

1
2. a) Soient p et g les fonctions définies sur [E’ p ] respectivement par :
p(x) = |f ()] et q(x) = [f" ()]
Etudier les variations de p et q et dresser leurs tableaux de variations.
n 2
b) En déduire que Vx,y € [l,ﬁ ], M <M avec M = ﬂ.
2 3
If Ol
3. Soit t un élément de Ja ,1].

a) Calculer f; In(1—x)dx
b) Calculer f;f(x)dx et montrer que f;f(x)dx =p(a) o P est un

polynome a déterminer.
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Partie B : Les questions 1. et 2. Sont indépendantes.

1. Soient u et v deux réels tels que u < v.
Soit h une fonction définie sur intervalle ouvert contenant l'intervalle
J = [u,v], dérivable jusqu’a Uordre 2 et ayant U comme unique zéro dans J.
On suppose que h est négative sur | ainsi que ses dérivées jusqu’a l'ordre 2 et
que Vx € J,h (x) # 0.

_h&x)
h'(x)

a) Soit a un élément de | et A le point d’abscisse a de la courbe (Cy)
représentative de h dans le repére (0; 7; )

On considére la fonction T définie sur J par T(x) = x

Vérifie que T (a) est U'abscisse du point d’intersection de la tangente a (Cp,)
en A avec l'axe des abscisses.
Montrer que T est dérivable en ]| et monotone ; dresser son tableau de
variation. En déduire que T(J) c J.
On pose xq = v et pour tout entier naturel n, x,.; = T(x,)

b) Montrer que la suite (X;,) est bien définie et bornée. Vérifier qu’elle est
monotone, en déduire qu’elle est convergente et calculer sa limite.

2) Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit g une fonction définie sur U'intervalle [a, b] et deux fois dérivables.

Soit k un réel fixé, on consideére la fonction G définie sur [a, b] par :

Vx € [a,b],6Cx) = g(a) — g(x) — (a — 1)g'(x) — 5 k(a — )?

a) Calculer G(a). Déterminer k pour que G (b) soit égal a 0.
Désormais k prend cette valeur.

b) En appliquant le théoréme des accroissements finis a G dans Uintervalle
[a, b], montrer qu'il existe un réel ¢ dans ]a, b[ tel que G'(c) = 0.

En déduire que : g(a) = g(b) + (a — b)g'(b) + %(a —b)2g"(c).
Partie C : Application a la fonction f.

1) a) Démontrer que la fonction f satisfait dans lintervalle [a, B], aux
hypotheéses faites sur la fonction h de la partie B.

On considére la suite (x,,) définie par son premier terme x, = 5 et pour tout

f, (xn)
f (xn)
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b) Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe un réel ¢, dans Ja, x,,[
! 1 2
tel que = f(a) = f(xn) + (a — x,)f" (xn) +5 (@ = xn)*f" (cn).
c) En déduire que :

£ (en) M
(X1 — @) = (X — a)z er;) el Xpy1 — A S ;(xn —a)?

. M
2) Pour tout entier naturel n, on pose 8, = 5 (tn —a).
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :
n
M\? M M
5, <88 < (Z) (Remarque que 8, = ;(ﬁ —a) < Z)

b) Déterminer un entier naturel n tels que , x,, — a soit inférieur a 107> et
une valeur approchée de a & 107> prés par excés.

Exercice 7

ﬁ
A. On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = %

On note (Cr) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0; T; J).

1) a) Calculer li7(7)1+ f(x). Interpréter graphiquement le résultat.
X—
b) Calculer li1:rn f(x) et lim @ Interpréter graphiquement les résultats.
x—+00 X— 00

_ VX
2) a) Montrer que pour tout x €]0; +oo[, f'(x) = %
b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Tracer la courbe (Cy).

3) Soit A un réel de 10 ; 1[. On considére par Sy Uaire de la partie du plan limitée
par (Cs), Vaxe des abscisses et les droites d’équations x = A et x = 1.

Calculer S; en fonction de A et déterminer lim S;.
A-0%

B. 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement a chacun des intervalles
10; 1] et [1; +oo].

Montrer que gq réalise une bijection de ]0;1[ sur un intervalle I que l'on

déterminera et que g, réalise une bijection de [1 ; +oo[ sur U'intervalle I.
2) Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que l'équation f(x) = e + % admet dans ]0; +oo[ exactement deux

solutions notées a,, et B, telle que 0 < a,, < 1 < B,,.
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On définit ainsi, pour tout entier naturel non nul n, deux suites réelles (a,,) et
(B,,) sont convergentes et déterminer leurs limites.
3) On consideére la fonction h définie sur [0; +oo[ par :

1
h(x) = \E(f(x) — (e +E>> six >0
1 six=0
On note (Cy) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0 ;7;7).

a) Montrer que h est continue & droite en 0.
b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x € [0 ; +oo].
4) Soit H la primitive de h sur [0 ; +oo[ qui s’annule en 0.
a) Justifie que les fonctions u: — f: eVidt et v:e 2+ 2(Wx — 1)eV* sont
continues sur [0 ; +oo[ et dérivables sur ]0 ; +oo].
b) Montrer que pour tout x = 0,u(x) = v(x).
c) Donner Uexpression de H(x) pour tout x € [0; = +oo].

5) Soit A, Uaire de la partie du plan limitée par (C,,), axe des abscisses et les

2

droites d’équations x = 0 et x = f8,,. Montrer que lim A, =2 — €.
n—+oo

Exercice 8

X
I.  Soit la fonction ¢ définie sur R* par @(x) = ef_—l et (Cy) sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (0;1; ).
1) a) Calculer lim ¢(x) et linn o(x).
X—>—00 X—>+00
Interpréter graphiquement les résultats trouvés.
b) Calculer lim @(x) et lim @(x).
x—-0* x—0~

Interpréter graphiquement les résultats trouvés.
c) Montrer que @ est strictement décroissante sur chacun des intervalles
] — 0;0[ et ]0; +ool.
2) Montrer que 'équation @(x) = x admet une solution @ dans lintervalle

] — 0 ; 0[ et une solution unique dans lintervalle 10 ; +oo[
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On considére la fonction f définie sur R par f(x) = e* — x et la fonction

g définie sur ]0; +oo[ par g(x) =1 — x + Inx.

On se propose dans cette partie de déterminer les tangentes communes aux

deux courbes Cy et C; des fonctions ¢, f et g et la droite d’équation y = x.
1) Soit a un réel et un réel strictement positif.

On désigne par A, la tangente a la courbe (Cr) au point A d’abscisse a et par

Dy, la tangente a la courbe (C;) au point B d’abscisse b ;

a) Donner une équation de A, et une équation de Dy,

b) Montrer que : (A, et Dy, sont paralléles) si et seulement si (b = e™%)

Dans la suite on se propose que A, et Dy, sont paralleles, c’est-a-dire b = e™%.

2) a) Montrer que : (A, et Dy, sont confondues) si et seulement si

ea
(a #0 et a= ea—l)

b) En déduire que A, est la tangente a la courbe (Cr) et a la courbe la (Cy)

respectivement aux  points A(a; f(a)) et B(e % g(e™?)).
( étant la valeur définie dans 1.2)
c) Montrer que C; et C; admettent une deuxiéme tangente commune que
['on précisera.
3) a) Construire dans 'annexe cijointe (Figure 2), le point A(a ; f ().
b) Vérifie que e™* = f(—a) — a puis construire B(e™% ; g(e™%)).
c) Tracer A,

Exercice 9
Partie A : Soit f,(x) = (2 —x)e* —n

1) a) Etudier les limites de f,, en —o et en 4+
b) Etudier le sens de variation de f,
¢) Dresser le tableau de variation de f,
2) a) Montrer que équation f,;(x) =0 admet deux solutions, une notée
a, €] —oo; 1] et B, €]1; +00|.

b) Montrer que : e*n — na,, = (e* —n)(a, — 1)
De méme montrer que : ePr —np, = (efr —n)(B, — 1)
c) En déduire le signe de f;,(x) suivant x
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Partie B
Soit U définie par U(x) = e* —nx

1) Etudier les limites de U en —oo et en +o0o0.
2) Etudier le sens de variation de U.
3) Dresser le tableau de variation de U. En déduire le signe de U(x) sur IR.

Partie C

eX—n
eX—nx

On consideére la fonction h,, définie par : h,(x) =

1) a) Quel est 'ensemble de définition D, de h,?
b) Déterminer les limites de h,, sur Dy,

2) Calculer hy,(x). En déduire le sens de variation de hy, sur Dy,_.

1 1
3) Montrer que hn(an) = m et hn(ﬁn) = ﬁ

n

Dresser le tableau de variation de h,, sur D, .

4) On note les points M,, et N, d’abscisses respectives a,, et By,.
Montrer que lorsque n varie les points M,, et N,, sont sur une courbe fixe T’
donton déterminera une équation.

5) Démontrer que la fonction H, définie par : H,(x) = In(e* — nx) est une

primitive de h,,.
PartieD : Casn=1oun =2

1) Etudier suivant les valeurs de x le signe de expression de h,(x) — hy(x)
2) En déduire la position relative des courbes Cp,, et Cp, et montrer qu’elles se
coupent en un points dont on précisera son ordonnée.
3) Prouver que ay = 0
4) Construire Cp,, , Cp, et T,
Prendre unité 2cm X 5em; ap = —-1,1; B =-1,8; B, = —1,6.
5) Soit A un réel strictement supérieur a 1.
a) Calculer en cm? l'aire A(A) du domaine du plan défini par 1 < x < A et
par hi(x) < x < hy(x)
b) Calculer la limite de A (1) quand tend vers +oo
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