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TS1:LES NOMBRES COMPLEXES :

EXERCICE 1 :

. * £ a+ib
Soit (a; b) € R* X R*. On pose z; =—— etz =
a-ib

s deux nombres complexes.
Montrer que z; + z, est un réel et z; — z, est
un complexe imaginaire pur.

Dans cette question on suppose que a, b et ¢ sont

trois complexes de module 1 ettelsque:a + b +
c=1. Calculer% + % + %

Dans cette question, a et b sont des complexes
non nuls, A et B leurs points images respectifs
dans le repére complexe (0, U, V).

Démontrer que 0, A et B sont alignés si et

seulement siab € R
(a + b)?
ab

Montrer que pour que soit un réel, il est

nécessaire et suffisant que 0, A et B soient alignés

ouque OA = OB.

On suppose que les points 0, A et B sont non

alignés et que |a| = |b| = 1. Démontrer que

(a+ b)?
ab

Application : Soient M, et M, deux points

est un réel strictement positif.

d’affixes respectives z; et z, tels que les points
0, M, et M, sont non alignés et que

|z1| = |zp] =1

Calculer en fonction de z; et z, I'affixe Z du point
G barycentre de {(M4, |z1|); (M5, |z,])}

2
Z eR

Démontrer que
212y

En déduire que 0G est un vecteuf difecteur de la
bissecteur intérieur de I'angle’M; 0%
EXERCICE 2 :
Simplifier les expressionsisuivantes :
(1 + cosB + isind)™; (1 cosO + isinf)"™

. . AN
eld 4 gib . e2ix e 2 x— yi
1+ ella+ DA e g Y+ xi
ez2+e 2

On pose pountoutn € IN*:
C,(0)= 1+ cosB + cos26 + --- + cosnb
S,(0) = sinf + sin26 + cos3 + -+ + sinnb
Montrer que si 8 # 2km, k € Z alorsona:

in+ 16 _
D (0) = Ca(0) +i5,(0) = ————
n e - 1
sin(2 o)
wn(?)
En déduire les valeurs de C,,(0) et S,,(6)
On prend maintenant 6 = % Déduire du b, que

un=Cn(§)=0etquevn=Sn(E)= 1n)

n tan(z

[UnN

En déduire que : 3,,(8) = e'®

Calculer la limite de la suite (v—")

3.

Z2

w

b-

4.
a-

o
1
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Zy =

Soit @ € |—m; m]. Ecrire les complexes suivants

sous forme trigonométrique puis sous forme

exponentielle : z; = sinf + icos6;

=1+ sinf +icosO; z; =1+ sinf — icosO ;
(1 - iv/3)(cosB+isind) 1+cosO+isind

cos@+sinB+i(cosO — isind) 1 — cosO—isin®

EXERCICE 3 :

Montrer que I'ensemble :

C ={(a,b) / a € R, b € R} muni de deux
opérations +¢ et X¢ définies par:
(a,b)+¢(a’,b’)=(a+a',b+ D) et
(a,b) x¢ (a',b") = (aa’ — bb'yab’' + d’'b)
est un corps

yZs =

Soit C le corps des nombres complexes et i le
nombre imaginaire telSiqueti® = —1 :

4 4
1, o,

Calculer (E + l\/3) et (E — iV 3)

Déterminerles nembres réels a et b tels que :

Yy 2Lt s
(a +ib) No 5 3

- 1) . 1, .3
On_considere le complexe j = -yt

Calculer j?, et en déduire 1 +j + j2, j3,

-

Démontrer que V(a,b,c) € C3ona:

2@ *bj +cj)a+bj*+cj)) =(a—b)>—-(b—c)>—(c—a)

Soit P(z) = ¥R oarz¥ola, ERVEk

Montrer que V z €: P(z) = P(2)

En déduire que si a est une racine de P alors &
est aussi une racine de P.

Onpose:P(z) =z*—2z3+2%2+2

Calculer P(1 + i) puis en déduire 'ensemble des
solutions dans C de I'équation P(z) = 0

soit6 € |7; 2|,
2’ 2
(Ep):z* — (1+2ie®)z—2 +ie? —e?® =0
Résoudre dans C, I'équation (Eyp).
On désignera par z'y et z'’ les solutions de (Eg)
avec Re(ZIQ) < Re(ZHQ)
Donner la forme exponentielle de z'g
Soit F; = {Mg(Z'g); 6 e E, 3;”[} Déterminer
un systéme d’équations cartésiennes de F; puis
tracer F; dans un repére complexe (0, U, V)
Soit I'ensemble F, définie par: F, =
{M”g(zl) avecz; =2z +1—1,
, T 3T
6 varie sur ]—; —[}
2’ 2
Donner une application f telle que :
veoe ]g 37”[,f(1"19) =M"
Déduire alors F, puis le tracer dans le méme
repere que précédemment.
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2.

3.

4.

EXERCICE 4 :
Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, U, ¥).
A tout point M(x;y) on associe le nombre
complexe z défini par : z = x + iy appelé affixe
du point M.
Soient M; et M les points d’affixes respectives z;
et z,. Démontrer que M et M, sont sur la méme
demi-droite d’origine O si, et seulement si :
|z1 + 23| = |z1] + |z, ]
En déduire que Mi(z1) ; M5(z;) et M3s(z3) sont sur la
méme demi-droite d’origine O si, et seulement
|zy + 25 + z3| = |z4| + | 22| + |z3].
Soient A; B et C trois points du plan d’affixes
respectives a ; b et ctels que : |a| + |b| + |c| = 1.
Démontrer que A ; B et C sont les sommets d’un
triangle équilatéral de centre O si t seulement si :
a+b+c=0.

Soient E ; F et G trois points, différents de O,
d’affixes respectives o, fet dtels que : IZ_I + I:%I +
5
i 0 eton pose_ i

-2, _ B, _ S, _
S = Ial(z a)+|ﬁ|(z [3)+|5|(z 0).

a- Démontrer que S est indépendant de z.

b-

C_.

5.

d-
B.
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Calculer |S| puis en déduire que :
la| + B+ 16l < |z —al + |z —B| + |z = 5]
Démontrer que :
la| + B+ 16l =z —al +|z— Bl + |z — 4]
si, et seulement si, pour tout point M d’affixe z
ona:(OE; EM) = (OF; FM) = (0G; GM).
Déterminer puis construire I'ensemblees points
M d’affixes z tels que :
lal + 181 + 16| < |z — al + |z — Bl #]z= 6.
EXERCICES :
Soit O e ]— T, TE[. On suppase que le plan
complexe est muni d’unireperescomplexe
orthonormé (0, U, %) .

6
‘2. En déduire alors un

Déterminer (1 + eie)e_
argument du complexe 1 + e'?.
(1+ eie)z
2
Déterminer le module et un argument de z(6)

On pose_ z(0) =

Représenter dans le plan z (%)

soit M le point d’affixe z(0) et A le point dont
I’affixe est 1. On projette orthogonalement A
en P sur la droite (OM).

Déterminer zp en fonction de z(0)

Quel est I'ensemble des points M lorsque 0 varie
dans l'intervalle |—m; m[

Calculer la distance PM

Donner une construction géométrique de M

L2TC

Onnote j=¢e'3.

¢ = 61 ANOId ANHAAOEAN VHINNOD dHOAT
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Donner I'écriture algébrique de j.

En déduire I’écriture algébrique de z = 2n + 2pj
ol n et p sont deux entiers relatifs.

On note par E = {z tels que z = 2n + pj}

ou n et p sont des entiers relatifs

Monter que € E .

Montrer que la somme et le produit de deux
éléments de E restent des éléments de E.
Montrer que si p € Z* et zeE alors pz€eE.
Soit n € Z*, on pose @, (x) = x* — nx + n*.
Etudier les variations de ¢,,.

En déduire que |z — z'| > 1 pour (z,%) €E 2.
Soit n un entier naturel non nul.

Déterminer, si possible, les solutions communes
aux équations suivantes :

z3=ietz" =\/—15(1 + i)
Soit 6 un réel. On posewa,, =
bn, = ¥5=0 CPsin(pH).

En posantaz, = a, + ib,, Justifier que z, =
(1+ eig)n puis en déduire a, et by.
En déduire'que -

ci e + G - ¢+ =V2isin ()

EXERCICE 6 :

PARTIE A :
Résoudre dans C I'équation (E) :

p=0 CPcos(ph) et

z* + 22%2%(1 + cos8)cosO + A*(1 + cosB)* =0
oU A est un nombre réel et 6 € [0; 7]

Calculer, pour toutn € IN, Z§=1 zy, ou
(z;,1 < k < 4) sont les racines de I'équation (E).

Soit n un entier naturel. On pose u = eZLTn.

Montrer que pour tout nombre complexe zon a:

Z}c’:l(z + uk)n =n(z"+1)

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on

considére I'équation (E) :

24— (2-023-3i22+ (4-i)z+1+3i=0

Quel est le terme constant du polynéme P a

variable complexe défini par :

P(x) =(z—2)(z - 2)(z — 23)(z — z4)

Montrer que P admet une solution réelle notée z;

et une solution imaginaire pure z,.

Vérifier que z; = 2 + i est solution de (E).

Déterminer alors la solution restante, notée z,.
2, -

Z ,
X +—=2 st un réel.
Zy — Z3

Zy — Z,
Montrer que Z = 22—~
Z1 = Zs

Montrer que les points M, (z;), M,(z,), M3(z3) et
M, (z,) sont cocycliques.

Déterminer la mesure de I'angle (W, m)
PARTIE B :

2T

. 27
Soit le nombre complexe z; = e 5.
Onposea =z, + z§ etf = z& + z3
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a- Démontrerque:1+zy+2z3+2z3 +z5=0et

krr
ok : ) _ a- Montrer que: z?" — 1 = [[RZ1, (z —e n)
en déduire que a et 8 sont solutions de I'équation
(E):Z*°+Z—-1=0 b- Démontrons que :
b- Exprimer a en fonction de cos (2?”) S(z) = [Z — 2zcos ( ) + 1]
c- Résoudre (E) puis en déduire la valeur c- En con5|derant S(1) et S(@), calculer

[Thz 1sm( )pwsH" 1605( )
B. Soit la famille d’ equatlon
E(6):2* — (1+ isinf)z + 5 5in26 = 0,6 € ]—— —]

Soit P un plan muni d’ un repere orthonormé
(0,1, V) et le point M(z) un point du plan/P.

2T
exacte de cos (?)

2. Ondésigne par Ay, A1, A,, A5 et A, les points
d’affixes respectives 1, zy, 22, z3 et z§.
a- Soit H le point d’intersection de (4,4,) avecla

droite (0, e;). Démontrer que H (cos (%"))

_ A 1. Résoudre dans C I’équation E(6).
b- Soit (T) le cercle de centre () (_ E) et passant par On précisera les cas des racines doubles.
le point B d’affixe i. 2. Soit z; et z, les solution de cetteéquation, M;(z;)

(T) coupe la droite (0,e;) en M et N, M étant le
point d’abscisse positive.

c- Démontrer que M et N ont respectivement pour
affixes a et § et que le point H est le milieu du
segment [OM].

d- En déduire une construction simple du pentagone
régulier dont on connait le centre O et un de ses
cing sommets
EXERCICE 7 :

Soit a un nombre réel.
1. Résoudre dans C I'équation :
(x + 1)" —e?ine =0
2. Onpose Hy(a) = [} sin (a + kf)

et M,(z,) et le milieu de [M1M,]
a- Déterminer I'ensemble des pointsT lorsque 6

décrit l'intervalle ]—g; g]

b- Démontrer que I'ensembledes points M, (z,) et
M, (z,) estyun cérele gue I'on précisera.

c- Démontrer que lorsque M, (z;) et M,(z,) sont
distincts, laydroite’contenant ces deux points a une
directionfixe indépendante de 6.

d- 6 étant,donné (on fera une figure pour 8 = %),

déduire de ce qui précéde une construction de I et
des points M; et M,.
EXERCICE 9 :

A. "Le plan est muni d’un repére orthonormé
complexe (0,1, V). Soit m un nombre complexe
non nul tel que [m| =r > 0 etarg(m) = g[Zn].

sin (na)
2n—1

3. Endéduire le réel [[¥Z1sin (%”)
Soit @ un nombre réel.

a- Résoudre dans C I'équation d’inconnue z
complexe (E;): z*> — 2zcosa +1 =0

b- Donner la forme trigonométrique.des selutions
de I'équation (E,): 22" — 2z™cdsa +/1 = 0,
avecn € N*

5. Soit P,(z) = z?" — 2z"ceSa +\

a- Montrer que I'on peut écrire s

P,(z) =II}Z O[Z 4 ZZCOS( +2k—n) + 1]
b- Calculer P,(1) étlen.déduire que :

1 . 2{lx kr Sinz(g)
[1%=g sin (— + —) =—%

Démontrer que H,(a) =

On désigne par M et A les points d’affixes
respectivesm et 1.

Donner la forme exponentielle de ‘/_; !
2. Déterminer r pour que AM =1

3. Soit (Ep,):mz —(1+l)Z+\/—+L— 0.
On désigne par M, et M, les points d’affixes
respectives z; et z, les solutions de (E,,,).
a- Sans résoudre (E,,;,), montrer que :
arg(z; + z;) = l [27T]

b- Montrer que : m(\/;:l)

2n n an- c- Résoudre alors dans I'ensemble des nombres
c- Pour g€ 05|, et pour tout entier naturell complexes I'équation (E,,)
-1 .- a [ . . , .
n=2,on pose: Hy,(a) = [[;Z; sin (5 + 7) d- Ecrire les solutions de cette équation sous forme

exponentielle.

4. Montrer que OM; M, est un triangle rectangle
isocele en 0.

5. Dans la suite de I'exercice, M est un point du cercle
trigonométrique.

a- Soit@ € R — {km}. Montrer que—z = el®

ﬂn( )
d- Mentrer que 2" 1H, (a) = )
SUIZn

e- Quelle est la limite de H,, quand «a tend vers 0.
En déduire que,Vn = 2,ona:

Sln(n)XSlTl(n)X Xsm(@)=2,ﬁl

EXERCICE 8 :
A. Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 2.
1. Calculer lasomme S(z) = YRzt 2%k, z € C

2. Soit z un nombre complexe.

2]
equwaut az=tan (E)

b- Résoudre alors dans I’ensemble des nombres
complexes I'équation :

o Ew=m() + () () =1
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B.

Soient a et f deux nombres complexes
quelconques. On pose j = e% et pour tout
complexe z: f(x) = z3 + az* + Bz

Montrer que f(1) + f(j) + f(j?) =3

En déduire que [f (D] + [f(DI + If G = 3

En utilisant 2), montrer que I'un au moins des
nombres réels | £ (D), |f (D, |f(i?)] est supérieur
ou égal a 1.

Le plan complexe est muni d’un repere
orthonormé (0, 1, V). ABC est un triangle
équilatéral direct de centre de gravité O et tel que
I’affixe de A soit un réel r strictement positif fixé.

| et J sont deux points quelconques du plan
d’affixes respectives a et b.

Dans cette question on prend

Montrer que les affixes respectives de B et C sont
les complexes rj et 12

Montrer que BO.BI.B] = r3|f(j)|. Calculer de la
méme maniere CO.CI.CJ et AO.Al. A]

Montrer que le triangle ABC a au moins un
sommet S vérifiant : SO.S1.5] > r3

EXERCICE 10 :

Soit P le plan affine rapporté au repére (0,1,)) et
on note P* = P /{0}.

. c - C
Soit f: 7 f(Z) =5 =%
P* - P

etonnote F: {

PARTIEA :
Soitz # 0,7 =|z|, 8 = arg (2).
Démontrer que z' = %(COSZQ — isin26)

M(z) = M'(z")

L'application f est — elle surjective ? injective ?
Etudier 'équationf (z) = z. Représenter
I’'ensemble des points invariants'par’f
Pour |z| = 1, construirelimage par F
d’un point M(2).
Pour |Z'| = 1, représenterfles/points M (z)
d’image M'(z')par F.
Soit (D) unedemi=droite d’origine 0 ; (D*) =
(D) —{0}
Constrdire llimage par F de la demi—droite (D*)
Construire I'image par F d’'une demi— droite (D)
passant par O, privée O.
Soit"(A) une droite passant par O et
&) = (8) - {0}
Déterminer I'ensemble des points M tels que
F(M) € (A")

PARTIE B :
Soit (') I'ensemble des points M (z) du plan
P* tels que :
7z = —2c0s%0 — 2isinfcos0; % <0< %ﬂ
Démontrer que (T') est inclus dans un cercle
passant par 0.

0¢C = 61 4N0IA ANHAIQAN YVHINNOD HHOAT

N
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_

N P

N

Préciser, en fonction de 8, le module et un
argument de z, affixe d’un point M de (T
Exprimer, en fonction de tan#, les coordonnées
(x',y")de M' = F(M)
En déduire I'’équation et la nature de I'ensemble
(") = F(I)
Vérifier que les points I et ] de (T), d’arguments
respectifs 2?” et %ﬂ sont sur (T"). Expliquer le
résultat précédent puis construire T.

EXERCICE 11 :

Racine septieme de l'unité

RésoudredansC:z” — 1=0

On donnera les solutions sous forme
exponentielle

2in
Onposew =¢ 7
Démontrer que les solutions de I'’équation
précédente sont les,fombre w¥ avec0 < k < 6
En déduire que le;produit’des racines septieme de
I'unité est/gégal a 1.
On désjgne par S1a'somme de ces racines.
Démontrernquews = S
En déduire que la somme S est nulle.
Démontrer que les solutions de cette équation
sont deux a deux conjuguées.
En déduire que pour tout complexe z, ona:
= (22 - ZZCOSZTH + 1) (zz - ZZCOS47T[ + 1) (Z2 — 2260567” + 1)
Relations trigonométriques
Démontrerque:z’ —1=(z—- 1)z +2z5+ -+ 1)
En déduire les solution de I'équation :
z28+z5+z'++1=0
Démontrer que cosz7n, cos47n, cos%ﬂ sont les
racines de I'équation : 8X3 +4X? —4X—-1=0

, 21 41 61T
Démontrer que 6057 + COS7 + COS7
1

61
7 "8

Polygone a 7 cétés ou Heptagone.

Le plan est muni d’un repére orthonormal

direct (0,1, V)

On pose 04 = 1. Placer les images des solutions
de I'équation z” — 1 = 0.

Onnote 4,B,C,D,E,F,G les sommets du
polygone régulier convexe direct P ainsi obtenu.
Démontrer que O est I'isobarycentre des sommets
du polygone P.

Démontrer que I'aire du polygone P est égale a

7 . (2m

zin(3)

Onpose AB = a,AC = betAD =c.
Démontrer que a* + >+ ¢* =7
Démontrer que :

2 2in (). = 25n (). =2 (2)

21 4T
et COS7 cos 7 cos
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