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TS1 : LES NOMBRES COMPLEXES : 
EXERCICE 1 : 

1. Soit (𝑎; 𝑏) ∈ ℝ∗ × ℝ∗. On pose 𝑧1 =
𝑎+𝑖𝑏

𝑎−𝑖𝑏
  et 𝑧2 =

𝑎−𝑖𝑏

𝑎 +𝑖𝑏
 deux nombres complexes.                             

Montrer que 𝑧1 + 𝑧2 est un réel et 𝑧1 − 𝑧2  est                      

un complexe imaginaire pur.  

2. Dans cette question on suppose que 𝑎, 𝑏 et 𝑐 sont 

trois complexes de module 1 et tels que : 𝑎 + 𝑏 +

𝑐 = 1. Calculer 
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
 

3. Dans cette question, 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 sont des complexes 

non nuls, 𝐴 et 𝐵 leurs points images respectifs 

dans le repère complexe (𝑂, �⃗� , 𝑣 ). 

a- Démontrer que 𝑂, 𝐴 et 𝐵 sont alignés si et 

seulement si 𝑎�̅� ∈ ℝ 

b- Montrer que pour que 
(𝑎 + 𝑏)2

𝑎𝑏
 soit un réel, il est 

nécessaire et suffisant que 𝑂, 𝐴 et 𝐵 soient alignés 

ou que 𝑂𝐴 =  𝑂𝐵.  

c- On suppose que les points 𝑂, 𝐴 et 𝐵 sont non 

alignés et que |𝑎| = |𝑏| = 1. Démontrer que 
(𝑎 +  𝑏)2

𝑎𝑏
 est un réel strictement positif. 

4. Application : Soient 𝑀1 𝑒𝑡 𝑀2 deux points 

d’affixes respectives 𝑧1 𝑒𝑡 𝑧2 tels que les points 

𝑂,𝑀1 𝑒𝑡 𝑀2 sont non alignés et que                                            

|𝑧1| = |𝑧2| = 1 

a- Calculer en fonction de 𝑧1 et 𝑧2 l’affixe 𝑍 du point 

𝐺 barycentre de {(𝑀1, |𝑧1|); (𝑀2, |𝑧2|)}  

b- Démontrer que  
𝑍²

𝑧1𝑧2
∈ ℝ 

c- En déduire que 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ est un vecteur directeur de la 

bissecteur intérieur de l’angle 𝑀1𝑂𝑀2
̂  

EXERCICE 2 : 

1. Simplifier les expressions suivantes : 

(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑛;  (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑛 

𝑒𝑖𝑎 +  𝑒𝑖𝑏

1 +  𝑒𝑖(𝑎 +  𝑏)  ;       
𝑒

𝑖
𝜃
2  −  𝑒

−𝑖
𝜃
2

𝑒
𝑖
𝜃
2  +  𝑒

−𝑖
𝜃
2

 ;          
𝑥 −  𝑦𝑖

𝑦 +  𝑥𝑖
  

2. On pose pour tout 𝑛 ∈ 𝐼𝑁∗ :  
𝐶𝑛(𝜃) = 1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + ⋯+ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃 

𝑆𝑛(𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠3 + ⋯+ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃 
a- Montrer que si 𝜃 ≠ 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ alors on a :  

∑ (𝜃) = 𝐶𝑛(𝜃) + 𝑖𝑆𝑛(𝜃) =
𝑒𝑖(𝑛 +  1)𝜃  −   1

𝑒𝑖𝜃  −   1𝑛
 

b- En déduire que : ∑ (𝜃) = 𝑒𝑖𝜃
𝑠𝑖𝑛(

𝑛 +  1

2
𝜃)

𝑠𝑖𝑛(
𝜃

2
)

𝑒𝑖
𝑛𝜃

2𝑛  

c- En déduire les valeurs de 𝐶𝑛(𝜃) et 𝑆𝑛(𝜃) 

d- On prend maintenant  𝜃 =
𝜋

𝑛
. Déduire du b, que 

𝑢𝑛 = 𝐶𝑛 (
𝜋

𝑛
) = 0 et que 𝑣𝑛 = 𝑆𝑛 (

𝜋

𝑛
) =

1

𝑡𝑎𝑛(
𝜋

2𝑛
)
 

e- Calculer la limite de la suite (
𝑣𝑛

𝑛
)  

3. Soit 𝜃 ∈ ]−𝜋;  𝜋]. Ecrire les complexes suivants 

sous forme trigonométrique puis sous forme 

exponentielle : 𝑧1 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃;   

𝑧2 = 1 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃; 𝑧3 = 1 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃 ; 

𝑧4 =
(1 −  𝑖√3)(𝑐𝑜𝑠𝜃+𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝑐𝑜𝑠𝜃+𝑠𝑖𝑛𝜃+𝑖(𝑐𝑜𝑠𝜃 −  𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)
 ; 𝑧5 =

1+𝑐𝑜𝑠𝜃+𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃

1 −  𝑐𝑜𝑠𝜃−𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃
 

EXERCICE 3 : 

1. Montrer que l’ensemble :                                          

ℂ = {(𝑎, 𝑏) ⁄ 𝑎 ∈ ℝ, 𝑏 ∈ ℝ} muni de deux 

opérations +ℂ et ×ℂ définies par : 

(𝑎, 𝑏)+ℂ(𝑎
′, 𝑏′) = (𝑎 + 𝑎′, 𝑏 + 𝑏′) et  

(𝑎, 𝑏) ×ℂ (𝑎′, 𝑏′) = (𝑎𝑎′ − 𝑏𝑏′, 𝑎𝑏′ + 𝑎′𝑏)               

est un corps  

2. Soit ℂ le corps des nombres complexes et 𝑖 le 

nombre imaginaire tels que 𝑖² = −1 : 

a- Calculer (
1

2
+ 𝑖√3)

4
  et (

1

2
− 𝑖√3)

4
 

b- Déterminer les nombres réels 𝑎 et 𝑏 tels que : 

(𝑎 + 𝑖𝑏)4 =
73

16
−

11

2
𝑖√3 

3. On considère le complexe 𝑗 = −
1

2
+ 𝑖

√3

2
 

a- Calculer  𝑗², et en déduire 1 + 𝑗 + 𝑗², 𝑗3, 
1

𝑗
 

b- Démontrer que ∀(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℂ3 on a : 
 2(𝑎 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗²)(𝑎 + 𝑏𝑗² + 𝑐𝑗) = (𝑎 − 𝑏)² − (𝑏 − 𝑐)² − (𝑐 − 𝑎) 

4. Soit 𝑃(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘𝑧
𝑘𝑛

𝑘=0  où 𝑎𝑘 ∈ ℝ ∀ 𝑘 

a- Montrer que ∀ 𝑧 ∈∶    𝑃(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃(𝑧̅) 

b- En déduire que si 𝛼 est une racine de 𝑃 alors �̅�       

est aussi une racine de  𝑃. 

c- On pose : 𝑃(𝑧) = 𝑧4 − 𝑧3 + 𝑧2 + 2 

Calculer 𝑃(1 + 𝑖) puis en déduire l’ensemble des 

solutions dans ℂ de l’équation 𝑃(𝑧) = 0  

5. Soit 𝜃 ∈ ]
𝜋

2
;  

3𝜋

2
[,  

(𝐸0): 𝑧² − (1 + 2𝑖𝑒𝑖𝜃)𝑧 − 2 + 𝑖𝑒𝑖𝜃 − 𝑒2𝑖𝜃 = 0 

a- Résoudre dans ℂ, l’équation (𝐸𝜃).                               

On désignera par 𝑧′𝜃 et 𝑧′′𝜃 les solutions de (𝐸𝜃) 

avec 𝑅𝑒(𝑧′𝜃) < 𝑅𝑒(𝑧′′𝜃) 

b- Donner la forme exponentielle de 𝑧′𝜃 

c- Soit 𝐹1 = {𝑀𝜃(𝑧′𝜃);  𝜃 ∈ ]
𝜋

2
;  

3𝜋

2
[}. Déterminer     

un système d’équations cartésiennes de 𝐹1puis 

tracer 𝐹1 dans un repère complexe (𝑂, �⃗� , 𝑣 ) 

d- Soit l’ensemble 𝐹2 définie par : 𝐹2 =

{𝑀′′𝜃(𝑧1) 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑧1 = 2𝑧′𝜃 + 1 − 𝑖,

𝜃  𝑣𝑎𝑟𝑖𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]
𝜋

2
;  

3𝜋

2
[} 

- Donner une application 𝑓 telle que :                     

∀ 𝜃 ∈ ]
𝜋

2
;  

3𝜋

2
[, 𝑓(𝑀𝜃) = 𝑀′′𝜃 

- Déduire alors 𝐹2 puis le tracer dans le même 

repère que précédemment.  
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EXERCICE 4 : 
Le plan est muni d’un repère orthogonal (𝑂, �⃗� , 𝑣 ). 

A tout point  𝑀(𝑥; 𝑦) on associe le nombre 

complexe z défini par : 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 appelé affixe           

du point  𝑀. 

1. Soient M1 et M2 les points d’affixes respectives z1 

et z2. Démontrer que M1 et M2 sont sur la même 

demi-droite d’origine O si, et seulement si : 

|𝑧1 + 𝑧2| = |𝑧1| + |𝑧2| 

2. En déduire que M1(z1) ; M2(z2) et M3(z3) sont sur la 
même demi-droite d’origine O si, et seulement 
|𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3| = |𝑧1| + |𝑧2| + |𝑧3|. 

3. Soient 𝐴 ;  𝐵 et 𝐶 trois points du plan d’affixes 
respectives a ; b et c tels que : |𝑎| + |𝑏| + |𝑐| = 1. 
Démontrer que 𝐴 ;  𝐵 et 𝐶 sont les sommets d’un 
triangle équilatéral de centre 𝑂 si t seulement si : 
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0. 

4. Soient 𝐸 ;  𝐹 et 𝐺 trois points, différents de 𝑂, 

d’affixes respectives ,  et  tels que : 
𝛼

|𝛼|
+

𝛽

|𝛽|
+

𝛿

|𝛿|
= 0  et on pose 

𝑆 =
�̅�

|𝛼|
(𝑧 − 𝛼) +

�̅�

|𝛽|
(𝑧 − 𝛽) +

�̅�

|𝛿|
(𝑧 − 𝛿). 

a- Démontrer que  𝑆 est indépendant de 𝑧. 

b- Calculer |𝑆| puis en déduire que :                                                          
|𝛼| + |𝛽| + |𝛿| ≤ |𝑧 − 𝛼| + |𝑧 − 𝛽| + |𝑧 − 𝛿|. 

c- Démontrer que :  
|𝛼| + |𝛽| + |𝛿| = |𝑧 − 𝛼| + |𝑧 − 𝛽| + |𝑧 − 𝛿|. 
si, et seulement si,  pour tout point 𝑀 d’affixe 𝑧 

on a :(𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗;  𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝑂𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗;  𝐹𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗;  𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ). 

5. Déterminer puis construire l’ensemble des points 
𝑀 d’affixes 𝑧  tels que :  

|𝛼| + |𝛽| + |𝛿| ≤ |𝑧 − 𝛼| + |𝑧 − 𝛽| + |𝑧 − 𝛿|. 
EXERCICE 5 : 

A. Soit  − ; . On suppose que le plan 

complexe est muni d’un repère complexe 

orthonormé (𝑂, �⃗� , 𝑣 ) . 

1. Déterminer  (1 + 𝑒𝑖𝜃)𝑒−𝑖
𝜃

2. En déduire alors un 

argument du complexe  1 + 𝑒𝑖𝜃. 

2. On pose   𝑧(𝜃) =
(1  +  𝑒𝑖𝜃)

2

2
 

a- Déterminer le module et un argument de 𝑧(𝜃) 

b- Représenter dans le plan 𝑧 (
𝜋

6
)  

3. soit 𝑀 le point d’affixe 𝑧(𝜃) et 𝐴 le point dont 
l’affixe est  1. On projette orthogonalement 𝐴                   
en 𝑃 sur la droite (𝑂𝑀). 

a- Déterminer  𝑧𝑃 en fonction de 𝑧(𝜃) 
b- Quel est l’ensemble des points 𝑀 lorsque 𝜃 varie 

dans l’intervalle ]−𝜋;  𝜋[  
c- Calculer la distance 𝑃𝑀 
d-     Donner une construction géométrique de 𝑀  

B.  On note  𝑗 = 𝑒𝑖
2𝜋

3 .  

1. Donner l’écriture algébrique de 𝑗. 
2. En déduire l’écriture algébrique de 𝑧 = 2𝑛 + 2𝑝𝑗 

où 𝑛 et 𝑝 sont deux entiers relatifs. 
3. On note par 𝐸 = {𝑧 tels que 𝑧 = 2𝑛 + 𝑝𝑗}                        

où 𝑛 et 𝑝 sont des entiers relatifs  
a- Monter que ∈ 𝐸 . 
b- Montrer que la somme et le produit de deux 

éléments de 𝐸 restent des éléments de 𝐸. 
c- Montrer que  si  𝑝 ∈ ℤ∗ et 𝑧𝐸  alors 𝑝𝑧𝐸. 
4. Soit 𝑛 ∈ ℤ∗, on pose 𝜑𝑛(𝑥) = 𝑥² − 𝑛𝑥 + 𝑛². 

a- Etudier les variations de  𝜑𝑛. 
b- En déduire que |𝑧 − 𝑧′| > 1  pour (𝑧 ; 𝑧’)𝐸 ². 
C. Soit n un entier naturel non nul.  
1. Déterminer, si possible,  les solutions communes 

aux équations suivantes : 

  𝑧3 = 𝑖 et 𝑧𝑛 =
1

√2
(1 + 𝑖) 

2. Soit  𝜃 un réel. On pose 𝑎𝑛 = ∑ 𝐶𝑛
𝑝
𝑐𝑜𝑠(𝑝𝜃)𝑛

𝑝=0  et 

𝑏𝑛 = ∑ 𝐶𝑛
𝑝
𝑠𝑖𝑛(𝑝𝜃)𝑛

𝑝=0  .  

a- En posant  𝑧𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛,  Justifier que  𝑧𝑛 =

(1 +  𝑒𝑖𝜃)
𝑛

 puis en déduire an et bn. 

b- En déduire que : 

 𝐶𝑛
1 − 𝐶𝑛

3 + 𝐶𝑛
5 − 𝐶𝑛

7 + ⋯ = √2𝑛𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋

4
) 

EXERCICE 6 : 
PARTIE A : 

1. Résoudre dans ℂ l’équation (𝐸) :  

𝑧4 + 2𝜆²𝑧²(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝜆4(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)² = 0                                            

où λ est un nombre réel et 𝜃 ∈ [0;  𝜋] 

Calculer, pour tout 𝑛 ∈ 𝐼𝑁, ∑ 𝑧𝑘
𝑛4

𝑘=1 , où 

(𝑧𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 4) sont les racines de l’équation (𝐸). 

2. Soit 𝑛 un entier naturel. On pose 𝑢 = 𝑒
2𝑖𝜋

𝑛 .                                                                                                           

Montrer que pour tout nombre complexe 𝑧 on a : 

∑ (𝑧 + 𝑢𝑘)
𝑛

= 𝑛(𝑧𝑛 + 1)𝑛
𝑘=1  

3. Dans l’ensemble ℂ des nombres complexes, on 

considère l’équation (𝐸) :                                                  

𝑧4 − (2 − 𝑖)𝑧3 − 3𝑖𝑧² + (4 − 𝑖)𝑧 + 1 + 3𝑖 = 0 

a- Quel est le terme constant du polynôme 𝑃 à 

variable complexe défini par :                                              

𝑃(𝑥) = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)(𝑧 − 𝑧3)(𝑧 − 𝑧4) 

b- Montrer que 𝑃 admet une solution réelle notée 𝑧1 

et une solution imaginaire  pure 𝑧2. 

c- Vérifier que 𝑧3 = 2 + 𝑖 est solution de (𝐸). 

d- Déterminer alors la solution restante, notée 𝑧4. 

e- Montrer que 𝑍 =
𝑧2 −  𝑧4

𝑧1 −  𝑧4
×

𝑧1 −  𝑧3

𝑧2 −  𝑧3
 est un réel. 

f- Montrer que les points 𝑀1(𝑧1),𝑀2(𝑧2),𝑀3(𝑧3) et 

𝑀4(𝑧4) sont cocycliques. 

Déterminer la mesure de l’angle (𝑀2𝑀1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗,𝑀2𝑀3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

PARTIE B : 

1. Soit le nombre complexe 𝑧0 = 𝑒𝑖
2𝜋

5 .                           

On pose 𝛼 = 𝑧0 + 𝑧0
4  et 𝛽 = 𝑧0

2 + 𝑧0
3 
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a- Démontrer que : 1 + 𝑧0 + 𝑧0
2 + 𝑧0

3 + 𝑧0
4 = 0 et    

en déduire que 𝛼 et 𝛽 sont solutions de l’équation 
(𝐸): 𝑍² + 𝑍 − 1 = 0 

b- Exprimer 𝛼 en fonction de 𝑐𝑜𝑠 (
2𝜋

5
) 

c- Résoudre (𝐸) puis en déduire la valeur                 

exacte  de 𝑐𝑜𝑠 (
2𝜋

5
) 

2. On désigne par 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 𝑒𝑡 𝐴4 les points 

d’affixes respectives 1, 𝑧0, 𝑧0
2, 𝑧0

3 et 𝑧0
4. 

a- Soit 𝐻 le point d’intersection de (𝐴1𝐴4) avec la 

droite (𝑂, 𝑒1). Démontrer que 𝐻 (𝑐𝑜𝑠 (
2𝜋

5
)) 

b- Soit (ℾ) le cercle de centre Ω(−
1

2
) et passant par 

le  point 𝐵 d’affixe 𝑖.                                                                        
(ℾ) coupe la droite (𝑂, 𝑒1) en 𝑀 et 𝑁, 𝑀 étant le 
point d’abscisse positive. 

c- Démontrer que 𝑀 et 𝑁 ont respectivement pour 
affixes 𝛼 et 𝛽 et que le point 𝐻 est le milieu du 
segment  [𝑂𝑀].  

d- En déduire une construction simple du pentagone 
régulier dont on connait le centre 𝑂 et un de ses  
cinq sommets 
EXERCICE 7 : 
Soit 𝑎 un nombre réel.  

1. Résoudre dans ℂ l’équation : 

 (𝑥 + 1)𝑛 − 𝑒2𝑖𝑛𝑎 = 0  

2. On pose 𝐻𝑛(𝑎) = ∏ 𝑠𝑖𝑛 (𝑎 +
𝑘𝜋

𝑛
)𝑛−1

𝑘=0  

Démontrer que 𝐻𝑛(𝑎) =
sin (𝑛𝑎)

2𝑛−1  

3. En déduire le réel  ∏ 𝑠𝑖𝑛 (
𝑘𝜋

𝑛
)𝑛−1

𝑘=1  

4. Soit 𝛼 un nombre réel. 
a- Résoudre dans ℂ l’équation d’inconnue 𝑧 

complexe   (𝐸1): 𝑧² − 2𝑧𝑐𝑜𝑠𝛼 + 1 = 0 
b- Donner la forme trigonométrique des solutions        

de l’équation (𝐸𝑛): 𝑧2𝑛 − 2𝑧𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼 + 1 = 0,         
avec 𝑛 ∈ ℕ∗ 

5. Soit 𝑃𝛼(𝑧) = 𝑧2𝑛 − 2𝑧𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼 + 1 
a- Montrer que l’on peut écrire :                                                 

𝑃𝛼(𝑧) = ∏ [𝑧² − 2𝑧𝑐𝑜𝑠 (
𝛼

𝑛
+

2𝑘𝜋

𝑛
) + 1]𝑛−1

𝑘=0  

b- Calculer 𝑃𝛼(1) et en déduire que :                               

∏ 𝑠𝑖𝑛² (
𝛼

2𝑛
+

𝑘𝜋

𝑛
)𝑛−1

𝑘=0 =
𝑠𝑖𝑛²(

𝛼

2
)

4𝑛 −  1  

c- Pour 𝛼 ∈ ]0;  𝜋[, et pour tout entier naturel                    

𝑛 ≥ 2, on pose : 𝐻𝑛(𝛼) = ∏ 𝑠𝑖𝑛 (
𝛼

2𝑛
+

𝑘𝜋

𝑛
)𝑛−1

𝑘=0  

d- Montrer que 2𝑛−1𝐻𝑛(𝛼) =
𝑠𝑖𝑛(

𝛼

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝛼

2𝑛
)
 

e- Quelle est la limite de 𝐻𝑛  quand 𝛼 tend vers 0. 
En déduire que, ∀ 𝑛 ≥ 2, on a :                                       

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑛
) × 𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋

𝑛
) × …× 𝑠𝑖𝑛 (

(𝑛−1)𝜋

𝑛
) =

𝑛

2𝑛 −  1  

EXERCICE 8 : 
A. Soit 𝑛 un entier naturel supérieur ou égale à 2.  

1. Calculer la somme 𝑆(𝑧) = ∑ 𝑧2𝑘𝑛−1
𝑘=0 , 𝑧 ∈ ℂ 

2. Soit z un nombre complexe.   

a- Montrer que : 𝑧2𝑛 − 1 = ∏ (𝑧 − 𝑒𝑖
𝑘𝜋

𝑛 )𝑛−1
𝑘=−𝑛  

b- Démontrons que : 

 𝑆(𝑧) = ∏ [𝑧² − 2𝑧𝑐𝑜𝑠 (
𝑘𝜋

𝑛
) + 1]𝑛−1

𝑘=1  

c- En considérant 𝑆(1) et 𝑆(𝑖), calculer 

∏ 𝑠𝑖𝑛 (
𝑘𝜋

2𝑛
)𝑛−1

𝑘=1  puis ∏ 𝑐𝑜𝑠 (
𝑘𝜋

𝑛
)𝑛−1

𝑘=1   

B. Soit la famille d’équation : 

𝐸(𝜃): 𝑧² − (1 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑧 +
𝑖

2
𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 0, 𝜃 ∈ ]−

𝜋

2
;  

𝜋

2
] 

Soit P un plan muni d’un repère orthonormé 
(𝑂, �⃗� , 𝑣 ) et le point 𝑀(𝑧) un point du plan P. 

1. Résoudre dans ℂ l’équation 𝐸(𝜃). 
On précisera les cas des racines doubles. 

2. Soit 𝑧1 et 𝑧2 les solution de cette équation, 𝑀1(𝑧1) 
et 𝑀2(𝑧2) et 𝐼 le milieu de [𝑀1𝑀2] 

a- Déterminer l’ensemble des points 𝐼 lorsque 𝜃 

décrit l’intervalle ]−
𝜋

2
;  

𝜋

2
] 

b- Démontrer que l’ensemble des points 𝑀1(𝑧1) et 
𝑀2(𝑧2) est un cercle que l’on précisera. 

c- Démontrer que lorsque 𝑀1(𝑧1) et 𝑀2(𝑧2) sont 
distincts, la droite contenant ces deux points à une 
direction fixe indépendante de 𝜃. 

d- 𝜃 étant donné (on fera une figure pour 𝜃 =
𝜋

6
), 

déduire de ce qui précède une construction de 𝐼 et 
des points 𝑀1 et 𝑀2. 
EXERCICE 9 : 

A. Le plan est muni d’un repère orthonormé 
complexe (𝑂, �⃗� , 𝑣 ). Soit 𝑚 un nombre complexe 

non nul tel que |𝑚| = 𝑟 > 0 et arg(𝑚) =
𝜋

6
[2𝜋]. 

On désigne par 𝑀 et 𝐴 les points d’affixes 
respectives 𝑚 et 1. 

1. Donner la forme exponentielle de 
√3 +  𝑖

2
 

2. Déterminer r pour que 𝐴𝑀 = 1 

3. Soit (𝐸𝑚):𝑚𝑧² − (1 + 𝑖)𝑧 +
√3 +  𝑖

2
= 0.                                   

On désigne par 𝑀1 et 𝑀2 les points d’affixes 
respectives 𝑧1 et 𝑧2 les solutions de (𝐸𝑚). 

a- Sans résoudre (𝐸𝑚), montrer que :                                 

𝑎𝑟𝑔(𝑧1 + 𝑧2) =
𝜋

12
[2𝜋] 

b- Montrer que : 𝑚(
√3+𝑖

2�̅�
) = 𝑖 

c- Résoudre alors dans l’ensemble des nombres 
complexes l’équation (𝐸𝑚) 

d- Ecrire les solutions de cette équation sous forme 
exponentielle. 

4. Montrer que 𝑂𝑀1𝑀2 est un triangle rectangle 
isocèle en 𝑂. 

5. Dans la suite de l’exercice, M est un point du cercle 
trigonométrique. 

a- Soit 𝜃 ∈ ℝ − {𝑘𝜋}. Montrer que 
𝑖 −  𝑧

𝑖 +  𝑧
= 𝑒𝑖𝜃 

équivaut à 𝑧 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝜃

2
) 

b- Résoudre alors dans l’ensemble des nombres 
complexes l’équation : 

 (𝐸′𝑚) = 𝑚(
𝑖 −  𝑧

𝑖 +  𝑧
)
2
+ (

√3 +  𝑖

2�̅�
) (

𝑖 +  𝑧

𝑖 −  𝑧
)
2
= 1 + 𝑖  
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B. Soient 𝛼 et 𝛽 deux nombres complexes 

quelconques. On pose 𝑗 = 𝑒
2𝑖𝜋

3  et pour tout 
complexe z : 𝑓(𝑥) = 𝑧3 + 𝛼𝑧² + 𝛽𝑧 

1. Montrer que 𝑓(1) + 𝑓(𝑗) + 𝑓(𝑗2) = 3 
2. En déduire que |𝑓(1)| + |𝑓(𝑗)| + |𝑓(𝑗2)| ≥ 3 
3. En utilisant 2), montrer que l’un au moins des 

nombres réels |𝑓(1)|, |𝑓(𝑗)|, |𝑓(𝑗2)| est supérieur          
ou égal à 1. 

4. Le plan complexe est muni d’un repère 
orthonormé (𝑂, �⃗� , 𝑣 ). ABC est un triangle 
équilatéral direct de centre de gravité O et tel que 
l’affixe de A soit un réel r strictement positif fixé.                
I et J sont deux points quelconques du plan 
d’affixes respectives 𝑎 et 𝑏.  
Dans cette question on prend 

 𝛼 = −
𝑎+𝑏

𝑟
  et  𝛽 =

𝑎𝑏

𝑟²
 

a- Montrer que les affixes respectives de B et C sont 
les complexes 𝑟𝑗 et 𝑟𝑗² 

b- Montrer que 𝐵𝑂. 𝐵𝐼. 𝐵𝐽 = 𝑟3|𝑓(𝑗)|. Calculer de la 
même manière 𝐶𝑂. 𝐶𝐼. 𝐶𝐽 et 𝐴𝑂. 𝐴𝐼. 𝐴𝐽 

c- Montrer que le triangle ABC a au moins un 
sommet S vérifiant : 𝑆𝑂. 𝑆𝐼. 𝑆𝐽 ≥ 𝑟3 
EXERCICE 10 : 
Soit 𝑃 le plan affine rapporté au repère (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) et  
on note 𝑃∗ = 𝑃/{𝑂}. 

Soit   𝑓: {
ℂ∗     →     ℂ∗

𝑧   ↦   𝑓(𝑧) = 𝑧′ =
1

𝑧²

                                    

et on note    𝐹: {
𝑃∗      →     𝑃∗

𝑀(𝑧)    ↦ 𝑀′(𝑧′)
 

     PARTIE A : 
1. Soit 𝑧 ≠ 0, 𝑟 = |𝑧|,  𝜃 = arg (𝑧).                 

Démontrer que 𝑧′ =
1

𝑟²
(𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑖𝑠𝑖𝑛2𝜃) 

2. L’application 𝑓 est – elle surjective ? injective ? 
3. Etudier l’équation𝑓(𝑧) = 𝑧. Représenter 

l’ensemble des points invariants par 𝑓 
4. Pour |𝑧| = 1, construire l’image par 𝐹                           

d’un point 𝑀(𝑧).  
5. Pour |𝑧′| = 1, représenter les points 𝑀(𝑧) 

d’image 𝑀′(𝑧′) par 𝐹. 
6. Soit (𝐷) une demi – droite d’origine 𝑂 ; (𝐷∗) =

(𝐷) − {𝑂} 
a- Construire l’image par 𝐹 de la demi – droite (𝐷∗) 
b- Construire l’image par 𝐹 d’une demi – droite (𝐷) 

passant par 𝑂, privée 𝑂. 
7. Soit (∆) une droite passant par 𝑂 et                                   

(∆∗) = (∆) − {𝑂} 
Déterminer l’ensemble des points 𝑀 tels que 
𝐹(𝑀) ∈ (∆∗) 
        PARTIE B : 
Soit (ℾ) l’ensemble des points 𝑀(𝑧) du plan                     
𝑃∗ tels que : 

 𝑧 = −2𝑐𝑜𝑠²𝜃 − 2𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃;   
𝜋

2
< 𝜃 <

3𝜋

2
 

1. Démontrer que (ℾ) est inclus dans un cercle 
passant par 𝑂. 

2. Préciser, en fonction de 𝜃, le module et un 
argument de 𝑧, affixe d’un point 𝑀 de (ℾ) 

3. Exprimer, en fonction de 𝑡𝑎𝑛𝜃, les coordonnées 
(𝑥′, 𝑦′) de 𝑀′ = 𝐹(𝑀) 

4. En déduire l’équation et la nature de l’ensemble 
(ℾ′) = 𝐹(ℾ) 

5. Vérifier que les points 𝐼 et 𝐽 de (ℾ), d’arguments 

respectifs 
2𝜋

3
 𝑒𝑡 

4𝜋

3
 sont sur (ℾ′).  Expliquer le 

résultat précédent puis construire  ℾ. 
EXERCICE 11 : 

A. Racine septième de l’unité 
1. Résoudre dans ℂ : 𝑧7  −   1 = 0 

On donnera les solutions sous forme 
exponentielle 

2. On pose 𝑤 = 𝑒
2𝑖𝜋

7  
a- Démontrer que les solutions de l’équation 

précédente sont les nombre 𝑤𝑘 avec 0 ≤ 𝑘 ≤ 6  
b- En déduire que le produit des racines septième de 

l’unité est égal à 1.  
3. On désigne par S la somme de ces racines. 
a- Démontrer que 𝑤𝑆 = 𝑆 
b- En déduire que la somme S est nulle. 
4. Démontrer que les solutions de cette équation 

sont deux à deux conjuguées. 
5. En déduire que pour tout complexe z, on a :  

𝑧7 − 1 = (𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑜𝑠
2𝜋

7
+ 1)(𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑜𝑠

4𝜋

7
+ 1) (𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑜𝑠

6𝜋

7
+ 1)  

B. Relations trigonométriques 
1. Démontrer que : 𝑧7 − 1 = (𝑧 − 1)(𝑧6 + 𝑧5 + ⋯+ 1) 
2. En déduire les solution de l’équation :                                

𝑧6 + 𝑧5 + 𝑧4 + ⋯+ 1 = 0 

3. Démontrer que 𝑐𝑜𝑠
2𝜋

7
, 𝑐𝑜𝑠

4𝜋

7
, 𝑐𝑜𝑠

6𝜋

7
 sont les 

racines de l’équation : 8𝑋3 + 4𝑋² − 4𝑋 − 1 = 0 

4. Démontrer que 𝑐𝑜𝑠
2𝜋

7
+ 𝑐𝑜𝑠

4𝜋

7
+ 𝑐𝑜𝑠

6𝜋

7
= −

1

2
      

et 𝑐𝑜𝑠
2𝜋

7
𝑐𝑜𝑠

4𝜋

7
𝑐𝑜𝑠

6𝜋

7
=

1

8
 

C. Polygone à 7 côtés ou Heptagone. 
Le plan est muni d’un repère orthonormal                              
direct (𝑂, �⃗� , 𝑣 ) 

1. On pose 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗� . Placer les images des solutions 
de l’équation 𝑧7 − 1 = 0.  
On note 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹, 𝐺 les sommets du 
polygone régulier convexe direct 𝑃 ainsi obtenu. 

2. Démontrer que 𝑂 est l’isobarycentre des sommets 
du polygone 𝑃. 

3. Démontrer que l’aire du polygone P est égale à 
7

2
𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋

7
) 

4. On pose 𝐴𝐵 =  𝑎, 𝐴𝐶 =  𝑏 et 𝐴𝐷 = 𝑐. 
a- Démontrer que 𝑎² + 𝑏² + 𝑐² = 7 
b- Démontrer que : 

 𝑎 = 2𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

7
) , 𝑏 = 2𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋

7
) , 𝑐 = 2𝑠𝑖𝑛 (

3𝜋

7
) 
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