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TS1 : ARITHMETIQUE

EXERCICE 1 : [ﬁj b- Démontrer que si x,, et ¥, ne sont pas divisibles
5.

1. Montrer que pour tout entier naturel n, par 5 alors ils sont premiers entre eux
5n3 + n est divisible par 6. Démontrer par récurrence que :
2. Montrer que si n est un multiple de 7, alors n® — vn €N, x, =21 +1
1 est un multiple de 7. Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise
3. Montrer que pour tout entier natureln, X, Si et seulement si 5 divise X, 14
n(n? + 5) est divisible par 6. En déduire les valeurs de n pour les quelles x,,
4. Montrer que pour tout entier naturel n, et y,, sont divisibles par 5.
32n+1 4 2n+2 st divisible par 7. EXERCICE 3 :
5. Montrer que 11 | 2123 4 3121 A. On rappelle le petit théoréme de Fermat':
6. Discuter suivante les valeurs de I'entier naturel , le « si p est un entier premier, a un entier naturel
reste de la division euclidienne de 57 modulo p. premier avec p alors aP~1 = 1[p] »
7. Déduire du 6) que pour tout entier natureln € IN*, 1. Déterminer un entier naturel ntélque; 2™ = 1[13].
le nombre 134™*1 4 1841 est divisible par 13 2. Soit a un entier naturel non_divisible par 13.
Quelle est le reste de la division32* par 7? Démontrer que a'? = 1[13]
9. Quelle est le reste de la division 24 par 5 ? 3. Soit a un entier naturglpon'nal.
10. Quel est le chiffre des unités de I'écriture décimale On appelle ordre de’ay(modulo 13) le plus petit
du nombre 777 ? entier naturel k fion nultel que : a* = 1[13]
11. Déterminer le chiffres des dizaines de I’écriture a- Soit ko lordreide'a:
décimale de 44444" Montrer que lereste r de la division euclidienne

12. Quelle est le reste de a division euclidienne du de 12 papbk, vérifie a” = 1[13]
nombre 32+ 1 par 10 ? b- En déddire/que ko divise 12.

13. Quelle est le reste de la division euclidienne du c- Quelles sont les valeurs possibles de ko ?
nombre 7% + 1 par 10 ? 4.4 Déterminer 'ordre modulo 13 de tous les entiers

14. Soitr € IN, 0 < r < 9. Montrer que 10 divise r'® + 1 si eompris entre 2 et 12.
et seulementsir € {3 ; 7} A tout entier naturel n non nul, on associe le

15. Déterminer I’ensemble des entiers naturels x tels nombre 4, = 1™ + 2™ 4+ 3™ 4+ .- 4 12™.
que 10/(x*° + 1). Déterminer le reste de la division euclidienne

EXERCICE 2 : de AZOZO par 13.
PARTIEA : Soit la suite (U,) d’entiers naturels définie
1. MontrerqueVn €N, 4" +15n—1 par:{ Uy =27 pour 1 de N

est divisible par 9 Upe1=3U,—4 .
2. Résoudre dans : 1. Calculer Uy, U,, Uz et Uy. Quelle conjecture

a- 7/5Z Péquation 2x +1 = 0 peut — on faire concernant les deux derniers

. . . i 2
b- Z/7ZVéquation x* + 2x + 6/ 0 chiffres de Uy, : .
.. o, L 2. Montrer que pour tout entier naturel n,
¢ Z/6ZVéquationx*+x +6= 0

, K . Un+2 = Un[8]
3. Résoudre dans Z/6Z les systeme suivants : En déduire que pour tout entier naturel n, Uy, =

o

N

%

w

{Zx —dy=2 {?’x 6y =5 3[8] et que Uz = 5[8]

x+5y =2 Sx +2y =3 3. Pour tout entier naturel n, on pose V,, = U,, — 2

PARTIEB : a- Montrer que V, est une suite géométrique dont

Soit (xp, )€t (yn) les suites définies par : on précisera le premier terme et la raison.
Xo=3; yo=1 b- En déduire que pour tout entier naturel n,

2U,=50x 3" + 4

Montrer que pour tout entier naturel n,

2U,, = 54[100].

Déterminer les derniers chiffres de I'écriture
décimale de U, suivant les valeurs de n.
Montrer que deux termes consécutifs de la suite
(Un) sont premiers entre eux.

EXERCICEZ :

A. Soit I'équation : 2x — 5y = 4 ol x et y sont
des entiers relatifs.

1. Expliquer pourquoi cette équation n"admet
pas de solutions.

vV n\€N, xn+1=§xn+§yn+1

e

2 9
¥n €N, y .4 =Xn +§yn +2

1. Démontrer par récurrence que les points

M, (;n) sont sur la droite (D):2x —y —5 =0
n

2. Exprimer x, .4 en fonction de x,,

3. Démontrer que (x,) et (y,,) sont des suites
d’entiers relatif

4. Soit n un entier naturel

a- Démontrer que x,, est divisible par 5 si et
seulement si y,, est divisible par 5.

9,

o
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. Déterminer un couple (a, B) tels que

EXERCICE 5 :

E

On considere I'équation (E): 20x — 9y = 2
oux ety sontdes entiers relatifs.
Montrer que si (xg; y,) est solution de (E),
alors yy est un multiple de 2.

Résoudre I'équation (E)

Déterminer I'ensemble des solutions (x; y)
de (E) telles que pgcd(x;y) = 2

Soit p un entier naturel s’écrivant ca5(® en
base 6 et bbaa™® en base 4.

Montrer que a + 5 est un multiple de 4 et
en déduire la valeur de a.

Déterminer les valeurs de b et c.
Déterminer I’écriture de p en base 10.

On définit les nombres F,, définies par : F,
22" + lavecneN

Calculer Fy, F1, F,, F3, F,

Vérifier que 641 =5 x 27 +1 = 5% + 24
Montrer que 5 x 27 = —1[641],

54.228 = 1[641] et 5* = —2%[641]

En déduire que Fs = 232 + 1 est divisible par 641
Montrer par récurrence que pour tout

n=>2,2%" =6[10]

En déduire le chiffre des unités de F,,, n > 2
Montrer que % =F, -2

n

Soit d = F,,1AF,. Montrer que d divise 2
Montrer alorsqued = 1

=

N

w

E

)]
I

T

O(F3 + :8F2 =1
Déduire la résolution dans :
ZXZde257x+17y =1

On se propose dans cet exercice d’étudier le
probléme suivant :

« Les nombres dont I'écriture décimale n*utilise que
le seul chiffre 1 peuvent — il étre premiers »

Pour tout entier naturel p = 25.0n pose : N, =
1...1 ou 1 apparait p fois<On rappelle dés lors

que : N, = 10P~1 + 10724+ 10°

Les nombres N, = 11, N3 =l1d1et N, = 1111
sont —ils premiersy2

10P - 1 . .
- Peut — on étre certain

Prouver quedV, =

que 10P .4l est divisible par 9 ?

On se propose de démontrer que si p n’est pas
premier, alors Ny, n’est pas premier.

On suppose que p est pair et on pose p = 2q,

ou ¢ est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer que N, est divisible par N, = 11

On suppose que p est un multiple de 3 et on pose
p = 3q, ou q est un entier naturel plus grand que
1. Montrer que N, est divisible par N3 = 111

On suppose que p n(est pas premier et on pose p =
kp, ou k et g sont des entiers naturels plus grand
que 1. En déduire que N,, est divisible par N
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Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit
premier. Cette condition est — elle suffisante pour
que N, soit premier ?

EXERCICE 6 :

Montrer que, pour tout entier naturel non nul k et
pour tout entier naturel x :

- +x+x*++xF1)=xk-1

Dans la suite de I'exercice, on considéere un nombre
entier a supérieur ou égal a 2.

Soit n un entier naturel et d un diviseur positif

de n:n = kd. Montrer que a® — 1 est un
diviseur de a™ —1

Déduire de la question précédente que
est divisible par 7, par 63 puis par9.
Soit m et n deux entiers naturels’non nul et

d leur pgcd.

On définit m’ et n’ par m . =ydm’ etn = dn’.

En appliquant le thégremeide Bézout a m’ et n’,
montrer qu’il existé/des'entiers naturels relatifs
uetvtelsque:mu + nv=d

On suppose queyu et v strictement positifs.
Montrer.guet(a™ — 1) — (a™” — 1)a% = a® — 1.
Montrerque a — 1 est le pged de a™* — 1
etde'a™=1

Caleuler, en utilisant le résultat précédent,
lepgcd de 263 — 1 et 290 — 1

EXERCICE 7 :

On rappelle la propriété connue sous le nom de
petit théoreme de Fermat :

« soit p un nombre premier et un entier naturel
premier avec p, alors aP~* est divisible par p »
Soit p un nombre premier impair.

Montrer qu’il existe un entier naturel k, non nul,
tel que 2F = 1[p]

Soit k un entier naturel non nul tel que 2% = 1[p]
et soit n un entier naturel.

Montrer que si k divise n, alors 2™ = 1[p]

Soit b tel que 22 = 1[p], b étant le plus petit
entier naturel non nul vérifiant cette propriété.
Montrer, en utilisant la division euclidienne de n
par b, que 2™ = 1[p], alors b divise n.

Soit g un nombre premier impair et le nombre

A = 29 — 1. On prend pour p un facteur

premier de A.

Justifier que 27 = 1[p]

Montrer que p est impair

Soit b tels que 2 = 1[p], b étant le plus petit
entier naturel vérifiant cette propriété.

Montrer en utilisant 1) que b divise q.

En déduire que b = q.

Montrer que q divise p — 1, montrer que p = 1[q]
Soit A; = 217 — 1. Voici la liste des nombres
premiers inférieurs a 400 et qui sont de la forme
34m + 1, avec m entier non nul :
103,137,239,307. En déduire que 4,

22004 -1
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EXERCICE 8 :
On considére I'équation (E): 109x — 226y =1
ou x et y sont des entiers relatifs.
Déterminer le pgcd de 109 et 226. Que peut —on
en conclure pour I'équation (E) ?
Montrer que I'ensemble des solutions de (E) est
I’ensemble des couples de la forme
(141 + 226k, 68 + 109k) ou k appartient a Z.
En déduire qu’il existe un unique naturel non nul
d inférieur ou égal 226 et un unique entier naturel
non nul e tels que 109d = 1 + 226e.
Démontrer que 227 est un nombre premier.
On note A I'ensemble des 227 entiers naturels a
tels que a < 226. On considere les deux
fonctions f et g de A dans A définies de la maniere
suivante : atout entier de A, f associe le reste de
la division euclidienne de a'%° par 227.
A tout entier de A4, g associe le reste de la division
euclidienne de a'*! par 227.
Vérifier que g[f(0)] =0
On rappelle le résultat suivant appelé petit
théoréme de Fermat :
Si p est un nombre premier et a un entier non
divisible par p alors a?~! = 1[p]
Montrer que V a € N* de A, a?2® = 1[227]
En utilisant 1) b), en déduire que, quel que soit
I’entier naturel a non nul de A, g[f(a)] = a.
Que peut—ondirede f[g(a)] = a?
EXERCICE 9 :
Soit g un entier naturel.
Montrer que g est impair si et seulement
si g% est impair.
Montrer que si g est impair alors g% = 48]
On se propose de déterminer I'ensemble A
des triplets d’entiers naturels (m;7)g)
tels que 22™ + 32" = g2
Vérifier que (2,1,5) est un,élément de A.
Dans la suite on suppose que (m, n, q) est
un élément de A.
Montrer que g estimpair.
Montrer que g*#,3°" = 0[8]
Montrer alofs que m est différent de 1.
On suppgase'que m > 2
Montrér que les entiers (@ — 3™) (g + 3™) sont pairs
Soit'd = (g — 3™)A(q + 3™). Montrer que d
divise.2q et d divise 22™. En déduire que d = 2.
Montrer que g — 2" = 2 et que q + 3" = 22m~1
En déduire que g = 22™M~2 + 1 et 3" = 22M"2 — 1
Déterminer n et g lorsque m = 2
On suppose quem = 3
Montrer que : 3" = —1[16]
Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel
k, les réels possibles de 3 dans
la division euclidienne par 16
En déduire qu’il n’existe pas de triplet (m,n, q)
élément de I'ensemble A tels que m = 3

d. Déterminer 'ensemble A.

EXERCICE 10 :
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Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormé (0, i, 7). On considére I'application f

qui au point M d’affixe z fait correspondre le point
34 4i_  1-2i

5
On note x, x’, y et y’ les parties réelles et

imaginaires de z et Z'.
X’ - 3x+ 4y + 1

;_ 4x— 53y -2

5
Déterminer I'ensemble des points invariantsipar f.
Quelle est la nature de I'application f.
Déterminer 'ensemble D des poeints M d’affixe z
tels que z’ soit réel.
On cherche a déterminer les points de D dont les
coordonnées sont entieres.
Donner une solutionparticuliere (xq; Vo)
appartenant a Z>,del’équation 4x — 3y = 2
Déterminer I'ensemble des solutions appartenant
a Z? de Véquation 4x — 3y = 2
On considéereiles points M d’affixe z = x + iy tels
quex 51 ety € Z. Le point M' = f(M) a pour a
podraffixe' z’. Déterminer les entiers y tels que
R.(2)€t Im(Z") soient entiers (on pourra les
congruences modulo 5)
EXERCICE 11 :
Question de cours
Enoncer le théoreme de Bézout et le
théoréme de Gauss
Démontrer le théoréeme de Gauss a partir du
théoréme en utilisant le théoreme de Bézout.
Il s’agit de résoudre dans Z le systéme
(5): {n =_13(19)
n= 6(12)

Démontrer qu'il existe un couple (u, v) d’entiers
relatifs telsque : 19u + 12v =1
Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N =
13 X 12v + 6 X 19u est solution de (S).
Soit ngy une solution de (S), vérifier que le systeme

M’ d’affixe 2’ tel que : z' =

Démontrer que :

L. . (n=mny[19]

(S) équivaut a {n = no[12]
. \ n = ngy[19]
Démontrer que le systeme {n = ny[12]

équivaut an = ny[12 x 19]

Trouver un couple (u, v) solution de I'équation
19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N
correspondante.

Déterminer I'ensemble des solutions de ()

Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise
par 12 le reste est 6 et lorsqu’on le divise par 19
le reste est 13.

On divise n par 228 = 12 x 19.

Quel est le reste r de cette division ?

EXERCICE 12 :

L’espace est rapporté orthonormal (0,77, E)
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On nomme (S) la surface d’équation
x*+yr—z2=1
Montrer que la surface est symétrique par rapport
au plan (x0y).
On nomme A et B les points de coordonnées
respectives (3; 1; —3)et(—1; 1; 1).
Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D) passant par les points A et B.
Démontrer que la droite (D) est incluse dans
la surface (S5).
Déterminer la nature de la section de la surface
(S) par un plan parallele au plan (x0y).
On considere la courbe (C), intersection de la
surface (S) et d’un plan d’équation : z = 68.
Préciser les éléments caractéristiques
de cette courbe.
M étant un point de (C), on désigne par a son
abscisse et par b son ordonnée. On se propose de
montrer qu’il existe un seul point M de (C) tel que
a et b soient des entiers naturels vérifiant a < b et
que ppcm(a; b) = 440 autrement dit, (a; b) est
a<b
a®+ b* = 4625
ppcm(a; b) = 440
Montrer que si (a; b) est solution de (1) alors
pgcd (a; b) est égalea 1 ou 5.
EXERCICE 13 :
Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe un
entier naturel n dont I’écriture décimale du cube se
termine par 2009, c’est — a — dire tel que n3 =
2009[10000]
Déterminer le reste de la division euclidienne
de 20092 par 16.
En déduire que 20098°°1 = 2009[16]
On considere la suite (u,,) définie.sur N'par :
{ uy = 2009 -1
Upr = (Up + 1)° -1
Démontrer que u, est diviSible par 5.
Démontrer, en utilisant lasfermule du bindbme de
Newton, que pour tout entiermaturel n:u, 1 =
up[up + 5(ud +Q2ud + 2u, + 1)]
Démontrer pamgécurrence que, pour tout entier
naturel n, u, est divisible par 5"*1
Vérifier quéuy = 2002%° — 1 puis en déduire
que2009%5° — 1 = 1[625]
Démontrer alors que 20098%°1 = 2009[625]
En,utilisant le théoreme de Gauss et les résultats
établis dans les questions précédentes, montrer
que 20098901 — 2009 est divisible par 10000.
Déterminer un entier naturel dont I'écriture
décimale du cube se termine par 2009.
EXERCICE 14 :
Soit A I'ensemble des entiers naturels de
I'intervalle [1; 46]
On considéere I'équation (E): 23x + 47y =1
ol x et y sont des entiers relatifs.
Donner une équation (xy; Vo) de (E).

une solution du systeme (1): {

pour téutientier naturel n.

a_
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b- Déterminer I'ensemble des couples
(x; y) solutions de (E).
c- En déduire qu’il existe un unique entier x
appartenant a A tel que : 23x = 1[47]
2. Soient a et b deux entiers relatifs.
a- Montrer que si ab = 0[47] alors
a = 0[47] oub = 0[47]
b- En déduire que sia® = 0[47] alors
a =1[47] oua =—-1[47]
3. Montrer que pour tout entier p de 4, il existe

un entier q tel que p X q = 1[47]
Pour la suite, on admet que pour tout entier
naturel p de 4, il existe un unique entier;
noté inv(p), appartenant a A tel que :
p X inv(p) = 1[47]
a- Quels sont les entiers de A quiwérifient p = inv(p) ?
b- Montrer que 46! = —1(47)
EXERCICE 15 :
Pour tout couple d’entiers relatifs non nuls
(a; b),on nbte pgtd(a; b) le plus grand
commun/diviseur dea et b.

Le plan est muni d’un repére (0,1,])
2

3
Manhtrer que si (x, y) est un couple d’entiers relatifs

alors,’entier 15x — 12y est divisible par 3.

Existe — il un point de la droite A; dont les
coordonnées sont des entiers relatifs ? justifier.

On considére désormais la droite A d’équation : y =

m N . .
X s oum,n,p et q sont des entiers relatifs tels

que pged(m,n) = pged(p; q) =1

Ainsi, les coefficients de I’équations de I'équation
(E) sont des facteurs irréductibles et on dit que

A est une droite rationnelle.

Le but de I'exercice est de déterminer une condition
nécessaire et suffisante sur m,n, p et g pour que la
droite rationnelle A comporte au moins un point
dont les coordonnées sont des entiers relatifs.

On suppose ici que A comporte un point de
coordonnées (xy; Yo) oU x, et y, sont des entiers
En remarquant que le nombre ny, — mx, est un
entier relatif, démontrer que q divise le produit np.
En déduire que g divise n.

Réciproquement, on suppose que q divise n,

et on souhaite trouver un couple (xy; yo) d’entiers
p

q
On pose n = gqr, ou r est un entier non nul.

Démontrer qu’on peut trouver deux entiers relatifs
uetvtelsqueqgru—mv =1

=

Soit A4 la-droite d’équation : y = zx -

g

QIJ N

W

relatifs tels que y, = %xo -

o3}
I

b- En déduire qu’il existe un couple (xy; y,) d’entiers
relatifs tels que : y, = wXo—g

7

4
Cette droite posséde — t — elle un point dont les

coordonnées sont des entiers relatifs ? Justifier

E

Soit A la droite d’équation y = Zx -
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