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TS1: LA GEOMETRIE DANS IESPACE

EXERCICE 1 :
PARTIEA:

C

1. Montrer que 'aire du triangle BCD
est: %HWAB_D)”

2. Montrer que le volume d’un tétraedre ABCD
est donné par : E(ﬁ/\ﬁ)ﬁ|

3. En déduire que la hauteur AH issue de A

est: AH = |(BCABD) B4|
' [BEABD]|
4. Calculer la hauteur AH du tétraédre ABCD avec :

A(-1; 4;5),B(0;1; 1),C(1; 4; 0)et D(-3;5; 0

5. Déterminer une équation cartésienne du plan
ABC puis retrouver la hauteur AH.
PARTIEB :
Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé
direct (0,17, k). On donne les points
A(~3;0,0),B(3;0;0) etF(0; 1; 0).

2 2

Soit le point M(x; y; z) de I'espace E.

1. Déterminer les coordonnées du vecteur MAAMB

2. Calculer les coordonnées du point M, tel que :
MyAAMyB = MyF

3. Déterminer I'ensemble des points.M duyplan
(0,],k) tel que : |MAAMB|| = ||MF)|

4. Eninterprétant ||WAW|| comme une aire,
montrer que ces points M sont a égale distance
du point F et de la droite"(48B).

5. Répondre aux mémes questiohs si on remplace le
plan (0,7, k) parteplan (0,1,)).
EXERCICE 2¢
PARTIE A':
Soit unwréel a strictement positif, distinct de 1.
On cansidere le cube ABCDEFGH d’aréte
de\lengueur a.
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1.

La base (B) (ﬁ, ﬁl),ﬁ) est e elle directe ?

est — elle orthonormale directe ?

Construire a partir de (B) une base orthonormale
directe de I'espace.

. N (l=21— 1=
Soit la base (B’) : (ZDC’E DA,;DH)
Est — elle une base orthonormale directe ?
Déterminer les coordonnées des vecteurs

CE et GB dans la base (B").

Déterminer les coordonnées du vecteur GE AGB-
PARTIEB :

Soit A et B deux points de I'espace & I'le milieu
de [AB].On pose a = Al, a up=éel positif.

Soit M un point de I'espace #distinct de [ et a
I’angle géométrique AIM.

Montrer que ||MAAMBY| =2asina :

En utilisant la relationide Chasles

En décomposant le'triangle AIM en deux triangles
et en utilisant)les‘airés.

Déterminen!’ensemble (F) des points M de

, IMANMB]| _

I'espace” tels que : . 2a.

Démontrer que I'ensemble des point M de

, . [MAAMB] A
I'espace « tels que :W = a est un cOne de
révolution de sommet I (privé du point I).
EXERCICE 3 :

Soit O un point de I'espace .

Le but du probleme est de construire deux points
A et B connaissant : la sommeOS = 04 + ﬁ, le
produit scalaire k = 0A.OB etle produit vectoriel
OP = 0ANOB

On suppose que les points S et P sont distincts de
Oetdeplusona: (0S) L (OP).

On suppose I'existence de ces deux points : A et B

En utilisant la définition de Wﬁ, montrer que les
points A et B sont situés dans le plan passant par
O et orthogonal a OP.

Soit | le milieu de [OS].

Montrer les égalités suivantes :

0A.0B = 0% — I1A* = 01> — IB?

puis IA* = IB* = 0I* — k

Le probleme posé est & il toujours solution ?

On suppose que 0% — k est strictement positif.
Montrer alors que les points A et B sont situés
sur un cercle de centre I.

Montrer I'égalité vectorielle : OANOB = 0ANOS.
s ra i OP

En déduire I'égalité : d(A, (OS)) = H

Montrer alors que chacun des points A et B est

situé sur une droite paralléle a (0S) ces deux

droites étant symétriques par rapportal.

A quelles conditions ces deux droites coupent

elles le cercle précisé en 2-c) ?
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On suppose remplies toutes les conditions
d’existence de A et B, expliquer comment
construire les points A et B, pourquoi sont € ils
symétrique par rapport a I. En déduire le nombre
de solution du probleme

EXERCICE 4 :

A. Soit le cube OABCDEFG représenté par la figure
ci — dessous. L'espace est orienté par le repere
orthonormal direct (O,E‘l), Wf, @)

On désigne par a un réel strictement positif.
L, M et K sont les points définis par :
OL = a0OC, OM = aOA4 et BK = aBF.

1. Calculer les coordonnées du vecteur DM A DL.

En déduire l'aire du triangle DLM.

3. Démontrer que la droite (OK) est orthogonale
au plan (DLM).

4. Onnote H le projeté orthogonal de O (et de K)
sur le plan (DLM).

a- Démontrer que :OM.OK = OH.OK

b- Lesvecteurs OH et OK étant colinéaires, on note
A le réel tel que OH = 1 0K.
Démontrer que A = ﬁ En déduire que H

Montrer que S, est la sphére de centre

1,(0,1,a) etderayon R, = v/ 1 + a?

b- Montrer que la sphére S, passe par les

points A etC

c- En déduire que pour tout réel a, le plan P coupe
la sphére S, selon un cercle (C,)

5. Soit 7, le rayon du cercle (C,).

a- Montrer que 7, = V5 si et seulement si
a=3oua=-3

b- Justifier que les centres des cercles (C_3) ety(C3)
sont respectivement le point B et un point. B
dont on déterminera les coordonnées:

c- Vérifier que ABCB' est un losange.

EXERCICE 5 :

A. ABCDEFGH est un cube d’arétedl. @n rapporte a
I’espace au repére orthonormé (A,ﬁ, EE)
1. Déterminer les coorddnhées du vecteur BD A BG
2. En déduire une égquation cartésienne

du plan (BGD)

3. Vérifier Que ladroite (EC) est orthogonale

au plan (BGD)

4. Donnefr une equation cartésienne de la sphére
(S)«de'centre C et tangente au plan (BGD)
Altout o appartenant a [0; 1]on associe le point
M decoordonnées (a, @, 1 — a)

a- | Montrer que M appartient au segment [EC].

N

appartient au segment [OK]
c- Déterminer les coordonnées de H.

d- Exprimer HF en fonction de OK.

ANOIA ANAAAQAN VEWNNO0D HADAT

En déduire que : HK = Coarz b- “Montrer que la distance du point M a la droit
N q point M a la droite
G F (BD) est égale a ’30{2 —4a +;
i c- Déterminer a pour que la distance du point M
i £ a la droite (BD) soit minimale.
D ! Soit L le point associé a cette valeur de a.
i d- Vérifier que L soit le centre de gravité
i du triangle BGD.
i 6. Soit h ’lhomothétie de centre E et de rapport
| le réel k € [0,1]
i@ ______________________ a- Donner I'expression analytique de h
B b- vérifierque h(C) = M
c- Déterminer une équation de la sphere (S")
il image de la sphére (S) par h.
0 A H
[ G
B. L’espace.ést rapporté a repére orthonormé I 7 J
(O,T,f, E) On considére les points EL | ,,’/ l:'
A(1,0,0),B(1,2,—1),C(~1,2,0) et 1(0,1,—3) : 7 "
1. 4Déterminer les composantes du vecteur ABAAC | \‘\,\’ L K
2. En déduire que les points A, B et C déterminent un I R "\\\ ]
plan dont une équationest:x +y+2y—1=0 [==\ DL::_/_____________:::f_‘_‘_u
3. Soit S la sphere de centre le point I et passant 7 \*\\ / C
par le point A @ /' \Q\\\ "'
a- Montrer que S passe par le point C A ' BRE 4
b- Montrer que I'intersection du plan P et la sphere S B. Dans I'espace muni d’un repére orthonormé

est un cercle de centre le pont B et le rayon V5 direct (0 L7 7{») On considere les points
4. « étant un réel, on considere I'ensemble S, des @ A(L0,2), B(—2,1,—1) et C(0,0,1)
pOintS M(x,y,Z) teIS que : » Y ’ y 4, ,U,

AV 4 —2y—2az—1=0 1. Déterminer les composantes du vecteur ABNAC
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2.

1.

En déduire qu’une équation du plan (ABC)
est P:rx—y+1=0

On consideére les points I(1,—1,—1) et

](—%, -1, %) Soit (A) la droite passant par

I et perpendiculaire a P

Montrer que la droite (A) coupe le P en]
Calculer la distance I}

Soit S I'ensemble des points M (x, y, z) de I'espace
vérifiant: x? +y* + 22 —2+2y+2z2—2=0
Montrer que S est une sphere de centre I et de
rayon R que I'on déterminera

Montrer que S coupe P coupe la sphere suivant le

1
cercle de centre J et de rayon NG

Pour tout 8 € [0; 27|, on considére le point
N(1+ cosf,—1 + sinf,—3)

Vérifier que N est un point de la sphere S
quelque soit 8 € [0; 27|

Justifier que le point N n’appartient pas au plan P.
Montrer que (ABAAC).AN = —5 — cos6

En déduire la valeur de 8 pour laquelle le volume
du tétraédre ABCN est minimal

EXERCICE 6 :

Soit (0, 1,7 E) un repére orthonormé de I'espace.

On considére les points A(—2,3,2) et B(2,3,2)

et S 'ensemble des points M(x, y, z) de I'espace

telsque:x*+y*+ 22 —6y—4z+9=0
Montrer que S est une spheére et préciser son
rayon et les coordonnées de son centre I.
Montrer que [AB] est un diamétre de S

Soit p le plan d’équation z = 2 et soit J(—6, 332)
Vérifier que I appartient au plan P et en déduire
que la sphére S coupe P suivant le cercle'(I')

de diamétre [AB]

Dans le plan P, on considére le cercle (I') de
centre | et de rayonr = 4.

Montrer que les cercles (I)yet (I'') sont tangents
extérieurement en A.

Soit E le point de coordonnées (4, 3,0). On
considére ’lhomothétie h de*centre E, de rapport

[ ANHAAHQAN VHIANOD HHOAT

; et on désigne par'$’ la sphére image de S par h.
Déterminer’le rayon de S’ et les coordonnées de
son centre I’

Justifier que le plan P coupe la sphére S’ suivant
lecercle (T")

ka droite (EA) recoupe S" en A'. Soit B’ le point
diamétralement opposé a A’ sur la sphére S'.

e

Montrer que les point E, Bet B’ sont alignés. ==
L'espace orienté E est rapporté a un repére
orthonormé direct (O,?,f, E) Soit f I'application
de #dans # qui a tout point M de coordonnées 1

X, Y, z) associe le point M’ d coordonnées

(x,y,2) point M"

x =y E @
(x,y,2') telsque:jy' =z+1 ©
z'=x-1

Montrer que f est une isométrie

N

>

b-

Montrer que I'ensemble des points invariants
par f est la droite (A) passant par le point A

de coordonnées (0,0, —1) et de vecteur
directeuri = T+ + k

Soit P le plan perpendiculaire a (A) en A.

Montrer que I (—1,0,0) appartienta P.

Prouver que I' = f(I) appartient a P.

Déterminer la nature de f et ses éléments
géomeétriques caractéristiques.

Déterminer I'ensemble des points M de #d’images
M’ tels que le milieu / de [MM’] appdrtient :

Au plan Q d’équation cartésienne : 2x +y —z =0
A la droite (D) dont un systéme.d’équations
cartésiennesest x = y = Z.

EXERCICE 7 :

Soit (0,7,7,k ) un rePere direct de I'espace, f est
I’application de I{fespace’dans lui-méme définie

1 V3
Xg S X Y

ar: V3 1

p g= Dy L

2 2

zl = z

Démontrer que f est une rotation ; préciser son
axe et une mesure de son angle.

On consideére les quatre

points A(2;0;0); B(—1; —V3; 0)et D( 0; 0; 4).
On pose E = {4; B; C; D}

Démontrer que ABC est un triangle équilatéral
de centre gravité 0.

Vérifier que 'application f laisse globalement
invariant le point E.

ABCDEFGH est le cube représenté ci - contre.
O est son centre, I est le milieu de [4B],

J le centre de gravité de la face DGCH.
Montrer que (ABC), est le plan médiateur des
Segments [ED] et [F(C]

On note S;, S;, S5 les réflexions dont les plans
Respectifs sont (ABG), (BCG) et (10])

Vérifier que ces réflexions laissent invariant le
cube ABCDEFG

On considere I'application f telle que f = S;0S,
Justifier que f est une rotation d’axe (BH)

En orientant le plant (ACF) par BH, déterminer
La restriction de f a ce plan.

En déduire I'angle de f

Soit r le demi —tour d’axe (Ol) et g = rof

En écrivant r comme la composée de deux
réflexions . Judicieusement choisies, déterminer
la nature de g.

Déterminer les éléments caractéristiques de g
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EXERCICE 8 :

A. ABCDEFGH est un cube d’arréte 1.
On muni I'espace d’un repére orthonormé

direct (D,ﬁ, D—C),ﬁ-l))

ALZ

B
Soit M un point de [HG]. On notem = HM
(m est donc un réel appartenant a [0, 1])

1. Montrer que, pour un réel m appartenant a
Iintervalle [0, 1], le volume du tétraédre EMFD,
en unités de volume, est égal a %.

2. Montrer qu’une équation cartésienne du plan
(MFD)est: (=14+m)x+y—mz=0

3. Onnote d,, ladistance du point E au plan (MED)

a- Montrer, que pour tout réel m appartenanta
. 1
I'intervalle [0,1], d,,, =

V2m2-2m+2

b- Déterminer la position du point M sur [HG] pour
laquelle la distance d,,, est maximale.

B. L’espace est muni d’un repere’orthonormal
(0,27, I_é) Soit les pointss
A(—2,1,1),B(2,0,=2),C(2,1,—-1).

1. Déterminerle vecteurAB A AC.

2. En déduire qu’une équation cartésienne du plan
P =\(ABCQ)est:x—2y+2z+2=0.

3. Soit'Swdéfinie par:

S={M,y,z); x**+y*+z*—2x+4y+4z+5 =0}

a- Montrer que S est une sphére dont on précisera
le centre I et le rayon R.

b- Montrer que S N P est un cercle que I'on
caractérisera.

4. Soit h I'application de I'espace dans lui — méme,
qui a tout point M (x, y, z) associe le point :
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x'=-2x+3
M(x',y',z") tels que: {y' = =2y — 6
z'=-2z—-6

Montrer que h est une homothétie de centre |
dont on déterminera le rapport.

Donner une équation cartésienne du plan
(P") image de P par h.

Quelle est la position relative de P’ et S.
Calculer le volume du tétraedre ABCI et en
déduire le volume de son image par h.
EXERCICE9 :

L’espace E est rapporté un repére orthonormé
(0,1,7,k). On donne A(2,—1,—4), B(0,1/—2) et
leplan Pp:x + (1 —2m)y —mz—1=0,me R
est un parametre réel.

Vérifier que pour tout réelm, B € P,

Déterminer m pour,que ladroite (AB)_ B,
Calculer d,,, = d(4, P,,)en fonction de m. En
déduire la valeurdesm pour laquelle (AB) € B,
Soit H,,, le'projeté orthogonal de A sur B,,.
Déterminer, m pour que AH,, B soit un triangle
rectanglesisocele.

Soit.t £ |—oo; 1[ et 'ensemble :

Sp={M € E tel que MA.MB = In (1 — t)}
Ecrire I'équation cartésienne de S;

Déterminer suivant , la nature de S;

Soit h I’homothétie de centre B et de rapport —2
Déterminer I'expression analytique de h
Déterminer h(P,,) image de B, par h.

Dans I'espace muni d’un repere orthonormé
direct (0,?,], E), on considére les points
A(4,0,0),B(0,4,0) et C(0,0,4)

Déterminer les composantes du vecteur ABAAC
En déduire que les points 4, B, C déterminent le
planP:x+y+y—4=0

Montrer que Iaire du triangle ABC est égale 8v/3

Soit le point G (i z é), un point de I'espace.

3’3’3
Montrer que G est le centre de gravité de ABC.
Montrer que [0G] est la hauteur issue de O du
tétraédre OABC

On donne les points I, ] et K milieux respectifs
des segments [AC], [AB] et [BC]

Justifier que Kl = %ﬁ, Ej = %ﬁ et que
KIAK] =  ABAAC

En déduire l'aire du triangle IJK

On désigne respectivement par V et V' les
volumes des tétraédres OABC et OIJK

Montrer qu'ona: V' = %V
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