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TS1 : CALCELINTEGRAL

2. En déduire I'égalité de Schwarz :

|1 Fg@ de]? < [JIF@©)12de x [ [g(6)]2dt
3. Démontrer que si f et g sont positives sur [a; b],
(a < b) etpourxde[a;b]: f(x) xg(x)=>1
b b
alors [ f(x)dx x [ g(x)dx = (b — a)?
4. Soient h et ¢ des fonctions continues sur
[a;b] aveca <b:
a- Justifier I'existence de deux réels m et M
tel que pour tout x de [a; b], m < h(x) M
b- Démontrer que si go(x) garde un signerconstant
J2 h(®p(®)dt <

EXERCICE1 :
1. Calculer les intégrales suivantes :

3 /y2 2
f (— - x) dx; f x(x + 1)3dx;
-1 2 1

1 2
f (2x + 1D)(x* +x —5)3dx; f V2x + 1dx
-1 1

4
cos*t dt

2 4
fll(1+t)2’ J;,\3/2t +1° J; ,
f |t(t + 1)|dt; f [t3 + t|dt; f |2t — 1|dt
-2 -3 0
Ne—21dt ; [Pe—lx—1Ddx;  [FT|sint|dt ;
0 -1 0

z r 2009 sur |a; b], alors m <
Je cosz(x)dx' Jotan® (x)dx ; f_ll xxH X ; [a; b], f o(t)ds
f dx fl tsin(t)dt ﬁtz sin(t) dt ; C. L'objet de cet exercice est d’étudier la suite (In)

0 0 ’ 0 ’ 1

définie par: I, = | V1 Ht dt) et pour n non nul

f t\/l — tdt; ;fol(Zt + Dsinm(t? + t + 1)dt ; 1[3 0 fo ] P

LN n = [, tVi+tdt ety =[ t"Vi+tdt
f“n dx ; J& sin®x cos®xdx ; Cal . ) AP :
- V12 alculer lo puis |1 par une intégration par parties.
T s T n n+¥ < < H
[z eosxsine g [ (tanx—;) dx Cc’>m9arert ett : lorsque 0 = t < lpuisen
Z x 5 tanx déduire/que lawsuite (I,) est décroissante.

2. En utilisant une ou des intégrations par partie, 3. En utilisantun encadrement de V1 + t dans

calculer les intégrales suivantes : . . ) 1 VZ
n T T Iintervalle [0 ; 1], établirque : — < [, £ —
U z u n+1 n+1
f xsinxdx; f x*cosx; f xcosxdx 4. Démontrer que, pour toutréeltde[0;1]ona:
0 0 0
) T . 092 —VI+t < (1-0).
tV3 — tdt; f dt; J tVt + 1dt o 5 1 5
fl o cos’t o 5. LEn déduire que : N2 —<I, < L.
™ i ‘o n+|1I 2nd f n+1
2 —
f Xsin3xda; f (x — 5x + 1)cos2xdx 6. De. uisez —en que lalimitede nl, en +o
0 0 puis celle de I,.

L, e [T | EXERCICE 3 :
f_z(x ~ 3%+ 2x ~ Dsinxdx; L (3x = 3)cos2adx 1. La suite de Wallis définie par :
3. ATaide d’un changement de variabled@affine,

T
= foz(cost)ndt ou n est un entier naturel
calculer les intégrales suivantes :

a- Calculer W, et W;.

ANHAAOQAN VEHNNOD HHODA™

f (2x + 5)7dx; f Vx + 2dx: f Ny b- Montrer que la suite (W) est décroissante.
—7 vx +'1 c- Montrer que, pour tout entier naturel W, = 0.
f V5 —tdt: f I T 3des f T = Ldt En déduire que la suite () est convergesi(i
1 0 =8 d- Montrer que pour toutndeIN: W, ., = :Wn
EXERCICE 2 : ; W cl
e- Montrer que pour tout nde IN, =—=
A. Pour tout ent|er naturel n, on defmlt la swte (Sn) quep an? 2n T axan
n
par:S, = = 14 PSS+t 5 he1—T etque Wpp4q = Znt1)!
23 33 n3 k3 .
1. Justifier gout k entier naturel non nul f- Mon;c;irlquevfour tout entier naturel n,
) 1 k+ldx _ 1 0< <2<
I’encadrement : i< [, T<-— n+2 = W
(k+1)3 x3 k3 Weni1 _ 1

En déduire que lim

n-+oo Wiy

2. .Enidéduire 'encadrement :

J-n+1 dx _ <s, < fn dx 41 Etablir la formule de Wallis :
1 1 1 2X4X6X..X2n '\ 2 1 13
x3 lim ==
n—o+oo \13X5%..X(2n-1) 2n+1 2

w

Que peut — on dire de la suite (Sn) ?
4. Alaide d’un encadrement analogue,
montrer que la suite (T,) définie par :

h- Montrer que la suite (U,,) définie par:
U, = (n + 1), est constante.
2. Soit pour tout réel t tel que :

1
T,, = Xk=1 7 est convergente . T
0<t<z: Iy = [z cos?*(t)dt et

k3
B. Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b]

Quel est le signe de f:U(t) + xg(t)]? dt, ol x
désigne un nombre réel ?

T
k= 220" (t)dt ouk € IN
a- Etablir I'inégalité suivante pour tout t tel que 0 <
t<Z2:t < Zsin ()

0C = 61 ﬂﬂ@
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Etablir I'inégalité suivante pour tout k tel
2
que k 2 0:0 < Ji <7 — yr)
Montrer que pour tout entier k tel que k >
00 Iy =22
©OTkHL T g2k
Déduire de ces résultats que : lim Lk — ¢
k—>+oo I
Montrer que pour tout k telque k > 1:
Iy = =2K?J + k(2k — 1)]i—1
En déduire que pour tout entier k tel que k >
1 - Jk=1 _ Jk _ 1
T T T T o=
Ik—1 Iy 2k
Ly . 1 1 2
En déduire que : lim (1 +=+-+ —2) =—
xX—+0co 2 n 6
PROBLEME 1 :
PARTIEA :

Soit (E) I'ensemble des fonctions f, telles que f est

dérivable sur [a, b] et sa dérivée f"’ est continue sur

[a,b] etonaf(a) = f(b) = 0, (a<b).
Soit pour toute fonction de (E) : U(f) = f(ff(x)dx
Il existe unréel M > 0 tel que pour tout x de
[a,b]: If" ()| <M
Montrer que U(f) = —%f:(Zx —a)f'(x)dx
Montrer que :

atb b (b-a)?
J,? (@+b—2x)dx = faT-H](ZX —a—b)dx =——
En déduire que : |U(f)| < (b_Ta)zM
PARTIEB :
Soit la fonction g définie sur I'intervalle
E,ﬂ par: g(x) =/ (3 —4x)3(4x — 1)3
Montrer que la fonction g € (E).
Dresser le tableau de variation de g.
Construire (C), courbe représentative defg dans-un
repére orthogonal R = (0,1,)).

3

Montrer que ffg(x)dx < %

4
3

En déduire que : [*(5 —
4

16x2),/(3 — 4x) (4x — Ddf <~
Soit h la restriction,de g sur I'intervalle E,%]

Montrer qué h est'bijection de Eﬂ sur un

intervallé Jique I'on précisera.
Montrer‘que pour tout réel x de J :

@ =

3
Montrer que 2 [* g(x)dx + 4f01 hl(x)dx =1
4

PROBLEME 2 :

Soit f une fonction définie sur R. On considére la
x f(t)

fonction F définie sur R par: F(x) = f_x v dt
Montrer que F es dérivable sur R et que : F'(x) =
FO)+f(=x)

1+ x?

0C = 61 AN01d ANHAAOQAN VHNNOD HHO AT

N

w

E

=

N

o8]
1
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Calculer F(0). En déduire que si f est impaire
alors F est nulle.
Montrer que si f est paire alors pour tout réel

e o (X S®
xona:F(x) =2 [ F=5dt
Soit g la fonction définie par g(x) = —3x1+f;z+3

Etudier g et tracer sa courbe (&) dans un repére
orthonormé (0,1,])

o o . X _
En utilisant 1°) montrer que : f_xg(t)dt = 6x
Calculer en cm?, I'aire de la partie du plan/imitée
par (&), I'axe des abscisse et les droites
d’équations: x = —letx =1
Soit G la fonction définie sur ]—%; %[ par:

G(x) — ftgx dt

0 1+ ¢

Montrer que G est dérivable sur ]— %; %[
et calculer G'(x)

Calculer'G(0)et déduire G (g)

On définit lasuite (u,) par:

1 adx
uO_fO 1+ x?
2n

1
U |, 1’1 —dx pourtout n =1

M@ntrer que pour toutn € N* ona:
0<u, <

- En déduire la limite de (u,)

Montrer que Uy 41 — Uy pourn > 1

T o2n+ 1
Calculer alorsuq, u, et us
Soit (vy,) la suite définie sur N par :

— n (_1)k
k=02k + 1
Montrer que pourtoutn € Nona:

n 2k 2% _ 1+ (_1)n+1x2n
k=o(— D X x* = —————

Un

1+ x?
£ g 11+ (-1)"x?*2
En déduire que : v, = [, %

Exprimer alors v,, en fonction de u,,,.1 et ug

et en déduire que (v,,) est convergente et

calculer sa limite.

PROBLEME 3 :

PARTIEA :

On considere la fonction ¢ définie sur [0 ; +oo

par (x) = sint —t + %‘

Dresser le tableau de variation de ¢", ¢' et ¢ puis

en déduire: (1) Vt € [0, + o[, t — % <sint<t

A tout réel x fixé, on associe la fonction f, définie

sur[O,%] par f,(t) = cos(xsint)

On désigne par (I,) la représentation graphique

de f, dans un repere orthonormé du plan (unité
graphique : 4 cm).

Pour les valeurs 0,%,71, 21 de x, étudier

f+ (continuité, dérivabilité, sens de variation)
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ACh) =

a_

Construire (I,) dans chacun des cas précédents.
Dans la partie suivante, on ne cherchera pas a
calculer les primitives des fonctions f..

PARTIE B : A tout réel x on associe l'intégrale :

F(x) = [2 f(t)dt = [2 cos(xsint) dt.
On se propose d’étudier la fonction F de IRvers IR
Montrer que, V(x, h) € IR>, on a :

F(x +h) = F(x) = =2 [z sin (g sint) .sin <(x + g) sint) dt
<f3
2

|sin (gsint) .sin ((x + E) sint) <
IF(x+h) - F)l < 21

En déduire de ce precede que F est continue sur IR
et monotone sur [0 ; ).

Soit x un réel fixé.
Pour tout réel non nul h, on pose :

FO+h)=F() | (50 . . hY
—————+ [Zsint.sin ((x + E) smt) dt.

En utilisant (1), montrer que :
|sin (Esint)

I

Ismtl <
48

Slnt|

Etablir que : |A(h)| < —— ﬂlhl .

En déduire que : lll‘% A(h).
X—
Montrer que F est dérivable au point x.

On se propose de trouver un encadrement du réel
F(m).Onpose (m) =147, ou

1= f6 cos (msint) dt et | = fn mcos(msint)dt.

On désigne par A, B, C les pomts d’abscisses
respectives 0,%,% de la courbe (Ty,) .

Par des considérations d’aires,
montrerque: 0 <[ < %-

Soit g : t+—> at + b la fonction affine qui,est
représentée par la droite (BC).

Onposek =g — f;

b-1. Vérifier que : V t € [ ] h'(t) <0

et que h’( )>0eth’( )<O

b-2. En déduire que\V t g [g; E]’ h(x) = 0.
b-3. Par des considérations d’aires,
montrer que.: —g— <J< _%‘
Conclure’etueprésenter graphiquement la
variation'de la restriction de F a [0 ; it]
PROBLEME 4 :
©On considére la suite (u,,) sur N* par:
11 1

Un :F+?+“.+P
Le but de ce probléme est de démontrer que

2
% appelé résultat de Bernoulli
Soit la suite (v,,) par v; = 1 et pour toutn € N* \

1 1
{1}.17n =1 +m+m+"'+ (n—Dyxn
Trouver deux réels A et B tels que :

1 _ A B

nx(n- 1) T n-1 n

2.

En déduire que pour tout n élement de N* : v, =
1
2 _=
n
Montrer que la suite (u,,) est croissante et que
pour toutn € N*\ {1}, u, <v,
En déduire que la suite (u,,) est majorée. Conclure
On rappelle que si g est u nombre complexe
différent de 1 et n un entier naturel :

) 1— gn+t
1+q+gq +...+qn:—1_q

Soit t un élément de [0; 7] : on pose pour tout
n entier naturel non nul,

Cn(t) = Yx=q coskt et S, (t) = )i, sinkt
Exprimer Ie complexeZ=C,(t) + lSn(t)

sm( t)COS(nTHt)

sin(3)
etquesit=0,C,(t) =n
L’application C,, de [0;.1r] vers/R est - elle
continue sur [0; ]
Vérifier que pouptout &€ |0; [ ona:1+

sin(znzit)

sin(%)
. ) Sin(2n+1t)
Montrer'que Iapplication g(t) = w
2

En déduire que t € [0; 7], C (Y=

2C,(t) =

définie

sur [0;yr] est - elle continue sur cet intervalle ?
Montrer que, pour tout n de N¥,

t* 1
f: (5 - t) cos(nt)dt = =
En déduire que u, = (
A 1w _
Vérifier que [ (2 ) dt =
En déduire quev n de N*,

tZ
——u, = f ( E) gn(t)dt ou g, est une
fonctlon que I'on précisera.
On considere la fonction numérique f définie
f (0) =2

sur [0; 7] par: Fx) = _ Zt_” si t € ]0; m]

sin(;)
= f f(t)sin (2n+ ! )dt

Montrer que f est contlnue sur l'intervalle [0; 7]
Justifier que f est dérivable sur ]0; 7] puis étudier
la dérivabilité de f en 0.

On pose pour tout n élément de N,

f f(t)si n( )dt

Montrer en utilisant une intégration par parties
que lim I, =0

n—+oo

) n(t)dt.
et

P ?
Vérifier que <

li ?
En déduire que Jlim | (? - un) = 0. Conclure.
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