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TS1 : FONCTION EXPONENTIELLE — FONCTION PUISSANCE :

3. L'objectif de cette question est de calculer
les intégrales suivantes:

I = [22%cos*(x) dx et] = [22"sin*(x)dx

EXERCICE 1 :
1. Déterminer les limites suivantes :

) . ) 1
lim (x2 —e*); lim (e3* —e?¥); lim <2e‘x - —)
x—+00 x—+00 X

x—+00

Jim xe”(7; - lim (x* - 2x +3)e*; lim (x* — x)e* a- Montrerquel + ] = \/Tnz_ .
1 T
lim xe; lim (% — e?); lim —— lim &2 b- Soit K = [22% cos(2x) dx. Al'aide d’une
x-0% x—+00 " x5t x + 1 x-0t X . . .
oy — o 02% _ 1 integration par parties, montrer que
; - 20,2% _ ,XY. i n2 [V27+1 | In2
xl—1>r-l¥loo Xz + x ’ x1—1>r-Poox (e € )' }(1_1’)1’(1) X K= _TI: +_K]

En déduire la vaIeur del—]
c- Donnerlesvaleursdel et].
4. On considére la fonction f définie sur Repar

fO) =(x+ 12

e*—1 ( 1 ) I oer—-1
; ; 11m 1m
x=0% /2%  x-+c0 " x-01—e % xotw  x

1
1 x (ef - 1) 1 1
lim x( X — 1) lim ————=; lilzl x? (ef - ex+1)
xX— [ee]

xX—+00 1 ’

) ) 1 I\1% a- Calculer les dérivées f'(x)-et fi) de f.
Jim x? (ef - em); xllr:lm(f) Jim <§> b- Pour tout entier naturel 7ynonnul, on note £

X

2% 1 1\ ¥ 3% 4 3**1
im 2t () - (3) 5 m 2

x—+00 QXX " xs—c0 \4 4 " x5t 2X 4 2x-1

la dérivée n™ de f, Montrer que :
fM(x) = (1) %anx + bpe™

2 4 In (x) Ou a,, et by sontdesréels.
lim (x3 - x3) Inx; lim 2*¥ —e*; lim n A .
x>+ x>+ 1x—>+oo 2 c- Expriméra, petb, ., en fonction de a, et b,,.
. e¥—e3¥ x— ex— L d- Donner I'expression de a,, et b, en fonction de n.
lim — ; lim ———;  lim Lim xXx-1 ; . S . 100
x>0 Ssinx x-0~ cos(x)=1 " x—+oo sm( )x—>1 e- En déduire I'expression de f (100,

EXERCICE3 :
A., Soit x)Jun nombre réel
1.\ Démontrer que pour tout nombre réel x, ona:

2x
—1<W<1

2. On considere la fonction f de R vers |—1; 1]

P 32% - 1
définie par: f(x) = T

a- Démontrer que f est une application

b- Etudier le sens de variation de f.

c- Dresser le tableau de variation de f

d- Construire la courbe Cr représentative de
dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0,1,7) de 2cm.

1 ) 1 1
lim |x|x ; 1im(3smx)x ; lim xsin (x—1> ; lim lx|x ;
x>0~ x—0 x-1 -0t

. o . L (x¥)X
lim xx; lim(inx)*; lim x™; lim =% ;
X >+0o x=0 x-0% x—+00 xGF)
a(®™) .
lim , aetb € Rf; lim (e* —1)*
X—+00 b(ax) * x—>+oo( )

@)

m =z aveca>1; lim (x — e%)
Xx—+o00 X x—+oo

2. Soient a et b deux réels strictement positifs.
a¥— X_ pX
Calculer llm (—b) En déduire llm (a b ) et

lim [n(¥a - ¥5)]. e

x—+00
3. Calculer, si possible, les limites suivantes™

lim (2% — x%); lim (i—i) lip (ﬂ)

3 x
xoke xS R 1 e- Justifier que f est une bijection.
2¥ -1 ex x% \* 3. Soit g la bijection réciproque de f.
lim ;o lim ;o lim g J , p q f
x—0 X X0 3 -1\x—1 a- Justifier que g est dérivable sur |—1; 1[

2
lx| b- Calculer g’ (x) pour tout nombre réel x

appartenant a I'intervalle ]—1; 1[.

B. Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) =
In(e* + e™*). on désigne par (C) sa courbe
représentative dans un repére orthonormé

EXERCICE 2 :
1. Déterminer ufie primitive de f sur l'intervalle | :

a fOO=xe" N, =1k f(x) = =]_§; g[

cos? JC

b- f(x) = sm(2x) eC"S *1=1IR; f(x)=+e*, I=1IR

¢ flO\= ——ev1,1 = |1; +oof; f(x) = xe?,1 = IR (0,7,7)(unité graphique 3cm)
2% 1. Déterminer la limite de g en +o
d- i) = ﬁ' =1IR; f(x) = T+ ozx’ I'=1IR 2. Montrer que pour tout x € [0; +o[ona: g(x) =
2. Calculer les intégrales suivantes : x + In(1 + e~?%). En déduire que la droite A: y =
1 X 2 dx 2 X x est une agymptote a (C)
J(-) T3 o2 fl 17 ox % fl mdx 3. Etudier la position relative de (C) etA
1,3 -2 (1 + ¥) u 4. Dresser le tableau de variations de la fonction g
f s dx; f ——dx; f e *sin(x) dx 5. Tracer dans le repére précédent A et (C)
o e* 0 ex L0 Pour tout réel de [0; +oo[, on pose
fl 3%dx; f 2 f @ 2x(1 + 2%)2dx G() = fy in(1+ e™)de N
o o 1+3* 6. Soit n un entier naturel, donner une interprétation

0C-6] ﬂ@@l@ HNHAA @@N VHW@@@ HHOAT

graphique de G(n)
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10.

11.

Etudier le sens de variation de G
Démontrer que pour toutt > 0,ona:
——<In(1+D) <t

En déduire que Vx > 0, ona:

lnTz _ ln(1+ze_2x) <G) < 1— e 2X

On admet G admet une limite notée [.
Etablir alors que lnTZ << %

Pour tout entier naturel n on pose :

U, = f;“ In(1+ e 2t)dt
Montrer que pour toutn € N,on a:
In(1+e2D) <y, <In(1+e™?")

En déduire que la suite (u,,) est décroissante.
Déterminer | limite de la suite (u,,)

. Pour tout entier naturel n, on pose :

Sp=ugtu+--+u,

Exprimer S,, a 'aide de F et n.

La suite (S,,) est - elle convergente ?

Dans I'affirmative donner alors sa limite.
PROBLEME 1 :

Soit f;, la fonction définie sur [0; +oo[ par :
fo(x) = e~ et pour toutn € N*,

fanlx) = x"e™*. on désigne par (Cy) la courbe
de f,, dans un repére orthonormé (0, 1,]) d’unité
graphique 4 cm.

Montrer que A: y = 0 est une asymptote a (C,,)
Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par
un point fixe I que I'on précisera.

Etudier les variations de f;, pourn > 2.

En déduire que (C,) admet une unique tangente
paralléle a I'axe (0,7) en un point d’abscisse non
nul x,, et d’ordonnée y,,.

On considére la fonction h définie surf0; +eo[

h — Elog(i)
par h(x) = ez 7\ze
Dresser le tableau de variations devh.et vérifier
pourn = 2, h(n) = y,.
En déduire que y,, = y, (La suite (y,,) est —elle
convergente ?
Dresser le tableau de variations de f;.
Ecrire I'équation de'la tangente A a C; au point
d’abscisse 04 Etudier la position de A et C;.
Etudier lesypositions relatives de C; et C3 puis
tracerles,courbes C; et (5.
On désigne par An I'aire, en unités d’aire, du
domaine délimité par C,, les axes de coordonnée
et la\droite x = 1. Calculer Al et A3
Montrer que f, réalise une bijection de [0; +oo[
vers 0; 1]. Expliciter f3 1(x).

I 1 1
En déduire alors que 4y = ot fé (,/—logx)dx
Soit la fonction F,, définie sur [0; +oo[ par :
Fo(x) = [ fo(t)dt
vneN', F(x) = [ fu(H)dt

Préciser le sens de variations de la fonction F,
et montrer que pour x = 0, Fy(x) = 0

et

N VEIANNOD HHOXT

-

0C = 61 ANOIA ANHAHCO

2. Montrerquet>1,e ' <et.

En déduire que x = 0, Fy(x) < A4, +§
Calculer F; (x) puis lim F;(x)
x—+00

4. Montrer que pourn = 2,

Fa(x) = =" e + TSy (x)

5. Montrer par récurrence pour tout n € N* et
x=20,Fpnq(x)= —n;!e_xz 221%1"_'_ n! Fy (x)

6. En déduire la limite de F,,,,1 en +o

7. Montrer que pourtoutx E Netx = 0ona®

Cn+1)! e~ 2Pphx 2Pt

Fanta(¥) = =—5— = L (2p FDI2

D=
(2n + 1)!
“aziyy o)

8. En déduire que F,,,, admet une limite L en 400
etque0 <L < 222::117)1: (Ap+e™1)
PROBLEME 2 :

A. Soit f la fonetiontdéfinie sur [1; +oo[ par: f(x) =
e % logx

1. Vérifierque pourx > 1:
e~*logx _ 4 _ e~xlogx_ 1 -x,[logx

x—1 ~ —xJlogx X x-1

2.4 Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.

3= «Dresser le tableau de variation de f

4. Montrer que f est une bijection de [1; +oo[
sur un intervalle J que I'on précisera

5. Montrer que I'équation f(x) = %x admet dans
[1; +oo[ une solution unique a € ]1,19;1,2[

6. Construire Cr et Cy-1 dans un méme repeére
orthonormé (0,1,])

7. Soit Al'aire du domaine délimité par Cr et Cf-1 ;
I’axe des abscisses et les droites d’équations : x =
%et X =a.

a- Montrer que A = a?z—a +1+ fo(f(x) —%) dx

b- En utilisant les variations de la fonction f, montrer
quea;—a+1 SASZa—a;—l

B. Pourtoutréel x on pose: F(x) =

—x?
I log(f()adt

1. Vérifier que F est paire.

2. Montrer que F est dérivable sur R* et calculer
F(x) pour tout x = 0.

3. Montrer que pourtoutx = 0ona: F(x) < —§x3

4. Dresser le tableau de variations de F puis
construire la courbe Cr.

C. Pourtoutx = 1etpourn €N, on pose I,(x) =

n
frloat o

1. Montrer que I,,(x) = %e(nT”)log(logx)

2. Déterminer suivant les valeurs de x, nl_i)rpoo L,(x)

3. Pourtoutn € N* on pose:
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2(-1)k
n = Zk=11k(€) = Xi=1 Xt 2 et

Un = SanetVy = Sonta
a- Montrer que U est décroissante et que
V est croissante.
b- Montrer que pourtoutn € N*ona: U, =V,
c- Endéduire que U et V convergent vers la
méme limite

4. Onpose], = flo(—x)”“dx oun € N*
0 x

et/ =[ —dx

a- Calculerj, et]
n 0 (=)™

b- Montrer que Y7 rll{f J+ [T
c- Montrer quef —dx < ——.

En déduire la I|m|te de Sn

PROBLEME 3 :

A. On considére les fonctions f et g définies
respectivement sur R, et [1; +oo par:
flx) = ln(x +Vx*+ 1) et g(x) = ln(x +

1. Etudier les variations de f etde g

2. On désigne par (¢) et ({) les courbes
représentatives de f et g dans le plan muni d’un
repére orthonormé (0,1, )

a- Etudier la position relative de ({) et ({') sur
Iintervalle [1; +oo[

b- Tracer les courbes ({) et ({')

3. Calculer I'aire du domaine plan délimité par
les courbes ({) et ({") et les droites d’équations
x=1letx=2

B. f et g sontles fonctions définies précédemment

1. Montrer que f réalise une bijection de R, vers
un intervalle que I'on déterminera.

2. Montrer que g réalise une bijection de[1; 0o
sur un intervalle que I'on préciseras

3. Montrer que pourtoutx € R :

|
(U
~—o

0C = 61 AN01Ad ANHAZOAN VHNNOD HHO AT

l(ef(x) — e‘f(x)) = x et quepour tout x €
[1; +oo[ = (eg(x) —e g(x)) = x

4. Determlner alors f71(x) etlg ¥(x)

5. Ondonne la fonction h définie sur [0; +oo[

-1
par: h(x) = —-g_lgg

a- Montrer.due'pour toutx = 0:
eX\— erX
h(x)= = etaue h(x) <1

b- Caleuler I'intégrale : 1 = [ " h(t)dt

6.” Mentrer que pour tout x € [0; +[ona:h'(x) =
1— h2(x)

7. Montrer que h admet une réciproque notée
h~1 et vérifier que h=1(0) = 0

8. Montrer que h™! est dérivable sur [0; 1] et que
pour tout x € [0;1[ona: (h™ 1) (x) = - _1x2

9. Enremarquant que: ! _— L L
) q q 1-x2 21+ %) 2(1- x)

calculer A= (x) pour tout x € [0; 1]

log5

IA FATICK LCND

o

=0

(1)
|
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Soit n un entier naturel non nul, on définit sur
[0; +oo[ les fonctions E, par : Fy(x) = fox dt et
pourn =>1:FE,(x) = fox(h(t))"dt

Justifier I’existence des fonctions F,

Montrer que Vn € N*etx € [0; +oo[ : E,(x) <
x(h(x))"™ et que nli‘Poo E,(x)=0

Montrer que pour toutn = 2 :

Fa (%) = Frp (%) = ——— (R(x))"

Montrer que pour n > 1
Fon(x) = x — Xk 12k (h(x))Zk ! etique

Fani1(x) = fo h(©)dt — Y= k(h(x))Zk
On définit sur N* |es suites (Un) et (V)war: U, =

n 1 PAN.

k=1 (Zk— 1)32k 1 et V k 12kX32k
Montrer que lim U, = logv2 et que lim V, =

n-+oo n—-+oo

log (53)

97z

. . . . 2n 1

En déduire Ja limite nl_l)rfoo it gk
PROBLEME 4

Soit ¢ la fonctiondéfinie sur [0; +oo[ par: @(x) =
1—e7”

Etudier les/variations de ¢ et tracer sa courbe (&)
dans un repére orthonormé (0,1,]) (2cm)
Montrer que ¢ réalise une bijection de R sur un
intervalle E que I'on déterminera.

Tracer la courbe (&") de ¢! dans le méme repére.
Soit A la droite d’équation: y = —x + 2

Montrer que A coupe (&) en un seul point A
d’abscisse a et que a > 1.

Soit D la domine du plan délimité par (¢) et (&) et
A. Calculer 'aire de D en fonction de a et vérifier
que I'aire de D est égale a (2 — a?)4cm?

On considére la fonction f de R vers R par:

f(x) = ———etsoit!/ —f f(x)dx

Montrer que pourtoutx € Rona:xe ™ <

Q|-

Dresser le tableau de variations de f.
Montrer que pour tout x = 0O ona:

-1
En déduire un encadrement de 1.
. . 1 -
Soitn € N* et on pose J,, = [ x"e ™ dx
Calculer I'intégrale J;

En utilisant deux intégrations par parties
. 1 5
successives, montre que :J, = " (1 - ;)

Pourn € N*,onpose:u, =1+4+j,+j, +-+ ],
MontrerqueV x € Rona:
1— (xe—x)n+1
1+xe™*+ - +x"e™W=——"—""-
) 1 — xe™
En déduire que I — u, = [ x"Hle~(+Dx £ () dx
Montrer pour tout x = 0 on a:0<

xN+1lp— (n+1)xf(x) <

en(e 1)
En déduire un encadrement de (I — uy,)
En déduire alors la convergence de la suite (u,)
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Soit g la fonction définie sur R,
_{g(t) = f(logt)sit >0

par: 9(0) = 0

définie par: F(x) = flxg(t)dt

Justifier I'existence de F(x) sur [0; +oo[

Montrer que F est dérivable sur R, et

calculer la dérivée F'(x)

Montrer que pour toutt > 0Oona:

logt —t +1 < 0. En déduire que :

et F la fonction

t—logt —
2 _
Montrer que pour tout x € ]0; 1[ona: = <
F(x)<0
Montrer que pour toutt € [1; +o[ona:1+
logt t
L c—— <
t T t- logt ™ 1+l0gt

Encadrer alors F(x) pour x = 1 puis calculer
sa limite en +o0
PROBLEMES :

2
Soit f la fonction définies par: f(x) = x‘}ei -1

Déterminer le domaine de définition de f

Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par: g(x) =
l—-x—e
Dresser le tableau de variations de g

En déduire que la courbe de g coupe I'axe des
abscisses en un seul point d’abscisse a tel que :

log?2
Of <a<1

Etudier le signe de g(x) sur [0; +oo[
Montrer que pour toutx > O ona:

1 1 _2
log(f(x)) = o [1+ xlog] + Elog (1 —e x)
puis en déduire lim_ f(x)
x-0%
1

a- a?

Montrer que f (%) =

Exprimer f'(x) en fonction de g (%)

Dresser le tableau de variations dexf

Etudier la position relativede ((f) etdeAry =x
Tracer la courbe ((f) et A danssle méme
orthonormé (0,1,])

Soit h la restriction,de f sur]i; +00[

Montrer que h estune bijection de E +00[

sur un intervalle / que I'on précisera.

Etudiér fadérivabilité de h™1 sur J.
Tréceh la courbe ({'y,) de h™1 dans le méme
repere*orthonormé (0,1,7]).
Soit (uy,) la suite définie sur N par :
{ Uy =4

Unyr = f(Uup)

Montrer ue pour toutn € Non a :ngz <u,<4
Etudier la monotonie de (u,,). En déduire qu’elle
est convergente et calculer sa limite.

Le plan complexe P est rapporté a un repere
orthonormé (0, U, V)

0C = 61 AN0IAd ANHAFQCN VHIAINOD HHOXT

N o=

=

g
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Soit ¥ I'application de P dans P qui a tout point M
d’affixe z tel que z € {z € C tels que |z| = 1}, on
z

associe le point M’ d’affixe z' telle que : z’ = Toal7]

Déterminer les coordonnées X et Y du point M’ en
fonction des coordonnées x et y du point M

On pose E I'ensemble des points M' = ¥ (M)
lorsque M décrit la droite d’équation x = 1 privée
du point d’affixe 1.

Montrer que E est la réunion de la courbe ({f) et
d’une autre courbe { obtenue a partir de () par
une transformation simple que I'on précisera.
PROBELEM 6 :

Soit f la fonction définie sur R par:
= Ne—x_1 ¢
f(x)—(x+2)e 2,SLxSO

1 1+
fa) =22

log est la fonction legarithme népérien de base e.
On désigne par (E)la courbe représentative dans
un repére orthondrmé (0,1, J)de 2cm d’unité.
Montrergque fiest continue R.

Calculer la dérivée de f dans chacun des
intervalles ou’ la fonction f est dérivable.
Montrergue pour tout réel positif t :

1hts —<1-—t+1¢?

1+t
Enydéduire que pour tout réel positif x :
22 <1 1 < x2 %3
FSlogl+x) <sx—-Z+=

Montrer que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —

six>0

X —

1
2
Soit h la fonction définie sur R. par :

X
h(x) = P log (1 + x)
Etudier les variations de h et en déduire le signe
de la fonction h(x).
Dresser le tableau de variation de f et tracer sa
courbe (C)et la tangente au point d’abscisse 0
Calculer en cm?, I'aire du domaine limité par (C)
et les droites d’équation: y = 0,x = —1letx =0
Pour tout réel positif x on pose :

F(x) = [ f(®)at.

Montrer que F est dérivable sur R. et que F'(x) =
fOe+1) - f(x).

Donner le sens de variation de la fonction F.
Montrer que pour tout x positif, il existe un réel

¢ €E]x;x + 1[ tel que : F(x) = f(c). En déduire
alors la limite de la fonction de F en +oo.

Etablir le tableau de variation de la fonction F

On désigne par g la restriction de f sur [0; 1] et on
1

note I = [ g(x)dx

Montrer que pour tout réel positif t et pour tout

entier natureln € N*ona:

L e Lt 2= P e (— D) 4 EE

1+t 1+t

En déduire que pour tout réel x de [0 ; 1] et pour

tout entier n de N* :
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log(1 +x) = P,(x) + (1" foxlt—:tdt avec
XL Cyn1X
R(x) =x—-5+73 + (=D
On pose pour n € IN™:
1
Uy = [7g()dx etV = [ g(x)dx

Vérifier que pour tout x € [0; 1] :

log2 < g(x) <1.
log2

1
< < =
n _Un_n

Calculer alors lim U, et
n—-+oo

En déduire que :
T
Montrer que pour tout x de [0; 1] :
x th 1
0l <17
En déduire que pour tout xde ]0; 1] :
_ Pp(x) 1
|g(x) x = (n+1)x
On pose pour tout n de N*:
x*  x3

X— T3 "

S, = ?4_?_

Montrer que pour toutn € IN™:
1\ 1 1

ot () - 5,0 < 1y 45, (2) +2

Vérifier que pour tout x de [0 ; 1] et pour tout

xk k¥l

H * .
entier k de N*: 2 )y

En déduire que pour tout réel x de [0 ; 1] et pour
toutndeN*:0 < S, <«x.
(On distinguera les cas n pair et n impair)
Déterminer alors les limites suivantes :
Jim_Sa (3) et Jim_ Sn(D)
PROBLEME 7 :
On considere la fonction définie de R* vers R pat:
fn(x) = x™e™*. On appelle C, sa courbe
représentative de f, dans le plan muni d*un repéer
orthonormé d’unité 3 cm.

PARTIEA :
Etudier les variations de f; (on précisera la limite
de la fonction f; en +00).
Tracer C; en précisant saftangente a l'origine.
Pour n > 2, étudier les variations de f, et
déterminer sa limite,en +,oo:
Tracer la courbe Gasur une nouvelle figure.
On précisera’satangente a I’origine.
On note S la‘réflexion par rapport a la droite
(D) : x6= ‘n et C', I'image de C, par Sn.
Soit’ M (x; ¥) un point du plan. On désigne par
M'(x;\ V') 'image de M par S..
Calculer les coordonnées du point M’.
Montrer que C', est 'ensemble des points M dont
les coordonnées (x ; y) vérifient :
x<2nety = f,(2n —x)
Tracer C’; dans le méme repere que Cs.
Pour x £ 2n, on pose g,(x) = f,(2n — x).
En interprétant les intégrales suivantes, justifier

Iégalité : fj”fn(t)dt = [ gn(Ddt
Pour x € ]0;n], on note :

h(x) = In(gn(x)) — In (f,(x))
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a. Justifier que h,, est continueen x, = 0.

b. De I'étude des variations de h, (x), déduire le
signe de la fonction h,(x).

c. Montrerque:Vx € [0;n]ona: fr(x) < gn(x).

d. Déduire de ce qui précéde I'inégalité :
fy fa(Odt < [T fu(D)dt

PARTIEB :
Pour tout réel positif x, on pose :
Fn(x) = fgxfn(t)dt

1. Démontrer que Fn est définie et croissante sur
I'intervalle [0; +oo]

2. Alaide d’une intégration par partiescalculer
F1(x) puis démontrer que :

Vx € IR"etn >1, ona:
Fppa(x) = (m+ DE(x) — frga (%)

3. En déduire par un raisonnement par récurrence
que pour tout x de IR’et pourtoutn>1,ona:
R =nf1— e s+ 24244 1)

1 21 3! n!

4. Démontrerialors.que :xl_i)rllOO E,(x) =n!

5. Démontrerquepourx = 0,ona:Fn(n) < n!

PARTIEC:
1. Démontrerique pourtoutn = 1,ona: F,(n) +
" fa@dt < n!
24 Déduire des résultats des parties A et B que,

pourtoutn = 1,ona:
0 < E,(n) S%! puis que

1

n n? n"
T L
> Sl+1!+2!+ +n!_e.

k
L . . n ne
3. Déduire de la question 2c, ngrpw Yk=0 o

PROBLEME 8 :

Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par: f(x) =

V1 — e~ et Cr sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (0, 1,]), unité graphique 2 cm.
PARTIEA :

1. Etudier la dérivabilité de f a droite de 0 et
interpréter le résultat.

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau
de variation.

3. Vérifier que pour tout réelx > %, f'(x) < 1.
Montrer que I'équation f(x) = x admet dans
I'intervalle E +00[ une unique solution a
et que(0,7<a<0,8

4. Tracer la courbe Cy.

5. Montrer que f admet une fonction réciproque g
définie sur un ensemble J que I'on précisera.

6. Démontrer que I'équation g(x) = x admet sur

J une solution unique a. Tracer la courbe Cg.
Expliciter g(x) pour tout x de J.

PARTIE B :
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : Vx €

L Ea() = [SPUF O dt, et 1, = Fy(a)
Montrer que pour tout x € J, F,(x) = g(x) — x%.
Exprimer I, en fonction de a.

N
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Montrer que E, est dérivable sur a et que pour
2xn+1

tout x appartenantalJ, F',,(x) = = =

Déterminer a, b et c tels que pour tout x distincts
delet-lonait: 2 s=a+ +—

1- x° 1-x 1+ x
Pour x € J, expliciter F; (x).
Expliciter alors I; en fonction de a.
Déterminer en fonction de a I'aire du domaine
délimité par Cr , I'axe des abscisses et les droites
d’équationx = 0 etx = «a.

PARTIEC:

Montrer que F,;,(x) — E,(x) = — ni 2x”“
s 2
En déduire que I,,, — I,, = —ma”“
Montrer que Vn € N*, I, = a — X}_, p
1+ a a2k+1
Vn E N12n+1—ln —sz 02k+1

Montrer que pour tout n E N*, 0<I, <a"!

2k

En déduire hm I,, lim Zk 1—et
n-+

PROBLEME 9 :

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé
direct (0,7, ) d’unité graphique 4 cm.n étant un
entier naturel non nul, on s’intéresse aux solutions
dans IR de I'’équation d’inconnue x:

(Ep):x+e*—n=0
Soit f;, la fonction définie sur R par :
frn(x) = x +e* —n.On note (C,,) sa courbe
représentative dans un repére.

PARTIEA :

Vérifier que pour tout réel x strictement positif,
ona:lnx—x<0
Montrer que I'équation (E,,) posséde Une unique

solution u,, et que u,, appartienta ]lnzzl—; lnn]
En déduire les limites suivantes :

. u . U
lim u,; lim —=; lim™—=
n-+oo n-o+o0 N n-o+eo lnn
Calculer uq

Dans cette question'et celles'qui suivent, on
pourra se servir si\bésoin est de I'équivalence
suivante: VX € IR)x +e*—n=0<e*=n—x

. eUn+1
Calculet,_ lim™“——. Montrer alors que
X=>+4c0 ern

xl_i)gloo(un+1 —U,) =0

Adlaide des variations de I'application f,,, étudier
celle de la suite (u,).

On note A,, I'aire du domaine plan délimité par les
droites d’équation x = u, 11, X = u,, 'axe des

abscisses et la courbe Cr . Montrer que : A,, =

1

> Whpr —up) — (M + D(uppg —up) +1

Vérifier que pour tout x appartenant a l'intervalle
fermé d’extrémités u,, 1 etu,ona: 0 < f,(x) <1
En déduire lim A,.

n—-+oo

6.
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En utilisant la définition d’une fonction en un
point, vérifier qu’il existe une fonction € définie
dans un intervalle ouvert contenant 0 telle que
pour tout h dans cet intervalle, on ait :
In(1+h)=h+ he(h) et lim e(h)=0

Onposeozn—l oy~

=In(n) + ayIn (n).
Quelle est la limite de (a,) ?
Déterminer une suite (y,,) telle que :
u, =In(n) + in(1 + y,)
Déduire alors des questions précédentes qu’il
existe une suite f3,, ayant pour limite Q.telle que :

= In(n) —

In (n) Inn

+ B
PARTIEB :

Dans cette partie, oms’intéresse a u,.

D’aprés la partie/Au, appartient a [0; [n2].

On note g I"application de [0; 1] dans R telle que :
vx €40, 1lHg(x) = In(2 — x) et on pose
b=Zin2eta = g(b)

Montrerque u, est le seul point fixe de g et que
uy'appartient a I'intervalle [a, b]

Prouver que g est dérivablesur  etque: Vx €

Llg'(l <1g'(b)l

Enoncer clairement le théoréme qui permet

d’en déduire que :

vx,y €1,1g(x) — gl < |g'(D)llx =yl

Vérifier que g(I) c I

On pose a, = b et pour tout entier naturel n,
A1 = 9(an)

Démontrer que la suite (a,,) est bien définie (c'est-

a-dire démontrer que pour tout entier naturel n,

a, al'ensemble de définition de g) et que pour

tout entier naturel n, a, € I.

Démontrer par récurrence que Vn € IN on a:

lan —uzl < 1g"(B)I"|b — al

En déduire que la suite (a,) est convergente et

calculer sa limite.

Quelle valeur suffit — il de donner a n pour que a,

soit une valeur approchée de u, a 1073 prés.

Représenter sur un méme graphique les

restrictions de g et f, a l'intervalle [0; 1], le

domaine A,, la droite d’équation y = x les points

de coordonnées respectives :

(a, 0): (b, 0): (uZJ 0)/ (U,3, 0)
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