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TS1: COMPLEMENT D’ANALYSE :

EXERCICE 1 :
Calculer les limites suivantes :

. ax™— xam . TX
lim——— ; lim(a? — x)tan (—)
x-a X—a x-a 2a

lim (\/x2+2x+3+\/x2+x+1—2x);
xX—+00
lim sin3x . l.m\/—— V3 +Vx -3
x>0 V1—cosx X3 Jx2— 9 !

1
lim — ——(1+x+x +--+x™)|,neN";
x—o0 XM [1 -
lim cosvVx— 1’ ’ lim sin [sin(sin(x))] ’ lim V4-sinx— 2
x-0 X x—0 x x-0
lim V-2 lim §/x+54-4
x—8 ¥x+19-3 ’ x—10 23/x+17-320x+16
1

lim \/——\/1+cosx \/_E( ) (;)—x
x>0 sin’x x—»o 50 E( )
. sin (2x%+x) 1 1
lim ————; im (— — ;
x—-0 x(x+2) x—71 \sin (2x) tanx
i S052x—Veosx 3 i LE(x)
x>0 Vcosx-1 ' xSiyoox24sin(x) | x50 x

lim 2cs’x—3c0osx=5 1-cosx+sinx

xX—0 sinx ! ol 1-cosx—sinx’

2

. 2sinx—1 . cosx—cosa . 1-tan(x)
lim ; lim = - ; lim
xol 6x-T x—a Sinx—sina x—X Cos (2x)

6 4
lim sin(ax)—sin (x?) lim E(sinx) 1im 2 cos(x)—1

’

x—a a—-x x—+00 x x—>3 4sm2(x) 3

2(1\_ i (1
ﬁ%% ;}Ci_r)r%l(tanx -1) (1 — tan (2))

1-sinx+cos’x

. . X . X
lim——————, lim (cos (—) — sin (—)) tanx
xolsinx+cos“x—1 n

4

xX—=
2
. 1 . 16vx—Vx —3v2x - 4V2
}cllr(l) (2(1—cosx) - sinzx) ’ }c—>4- 16(x - 4)2
EXERCICE 2 :
1. On admet I'existence d’une limitexéelleen 0
sm(x) X
par f(x) =
a- En transformation convenablement

f(2x)trouver la valeur de cette limite
b-  Utiliser le résultat précédent pour déterminer :

xZ
tan(x) x I5cos(x) -5

lim et_lim 3
x—0 x—>0 X

2. 50|t gunefonction dérivable sur IR telle que :

9(2) = Oeet gi\(2) = 3
Déterminer leslimites suivantes :

™ 25n ()
_ g( 2% x) - g\2sin(7
lim—————=; lim —=
x->2 X =2 x—2 x—2
sin(g(x)) g +x+2)
m——-——; lim—
x-2 xX—2 x-0 X
3. Etudier les limites suivantes :
. tanx — tana . Sinx — sina
a) lim — lim ———
x-a a— x—a COSX — coSa
C) lim sin (x—a) d) lim xf(a)—-af(x)
x—a a—x x-a x—a
4, Déterminer le développement limité d’ordre 3

de chacune des fonctions suivantes :

0¢C = 61 AN0IA HNHAAQEN V@Nﬂ@@ HHOXT

f(x) = sinx; g(x) = cosx; h(x) = tanx;
1

k@) =VI+x; p)=r—; q@)=——

5. En utilisant un développement limité calculer

les limites suivantes :

li (L_l) i cosxsinx — x li Vx +2-2

xl_r}g sinx x/’ xl_r}g x? ’ xl_rg x—2

EXERCICE 3 :

1. Dans chacun des cas suivants, peut — on

prolonger la fonction f en 0 ? Si oui, déterminer son
proIongement par continuité :

f@ =22, f@) =)
f( ) sm(slmc;:sx) f( ) xst_n[CtZ:xx] f( )_

sm[sm(smx)]
E (s nx) f ( )

2.  Soit la fonction f def|n|e surtfe= [—1; +oo par:

{f(x) = xVx + 1€ [cos (g)] si x#0
f0)=0

a-  Etudienla continuite de f en 0.

b-  Soit gila restriction de f sur [0;2].

Etudief la continuité de g sur [2; 4]

3. o Soit h:[0,1] — [0, 1] une fonction continue.

Mantrer quéel'équation h(x) = x admet au moins

une solution sur [0, 1].

4. “WPlus généralement : Soit h:[a,b] = ] c [a, b]

une fonction continue.

Montrer que I'équation h(x) =

une solution sur [a, b]

5. Soit une fonction h: [a, b] = IR continue, « et

[ des réels strictement positifs. Montrer qu’il existe

¢ € [a, b] tel que : ah(a) + Bh(b) = (a + B)h(c)

6.  Soit p une fonction de [a, b] dans [a, b] telle

queV x = y: |p(x) —p(y)| < k|x —y| avec 0 <

k < 1. Montrer que I'équation p(x) = x admet alors

toujours une et une solution sur [a, b]

EXERCICE 4 :

1. On considere f une fonction continue sur [0 ; 1]
telle que f(0) = f(1). Soit n un entier naturel

x admet au moins

1
non nul et pour x € [0; 1- ;], on pose :

1
9@ =f(x+3) - f@)
a- Justifier que pour x € [0; 1- %] il existe deux

réelsmetMtelsquem < g(x) <M
b- Montrer que pourn nonnulona:

9 +9(3)+9 () + - +9(57) =0

c- En déduire pour tout n € N* et n fixé il existe

€ [0; 1] tel que f (xo ) f(xo)

2. SO|t a un réel et P un polynéme de degré n > 2.
On dit que a est une racine double de P s'il existe
un polyndme Q de degré (n — 2) tel que :

P(x) = (x—a)?Q(x),Vx €ERetQ(a) #0

a- Montrer que a est une racine double de P alors

P(a) =P'(a) =0etP"(a) # 0.
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On suppose que P(a) = 0 et on désigne par f le
polynéme tel que : P(x) = (x — a) f(x).
Montrer que si P'(a) = 0 alors f(a) =0

c- Donner une condition suffisante pour que a soit
une racine double de P.

Application : Montrer que 2 est une racine double
du polynéme P(x) = x* — 4x3 + 5x* —4x + 4
3. Soita > 0, pour tout nde N*:

On considere la fonction polyndme de B, définie
par la relation : B,(x) = Y1_, x* — a.

a- Montrer que I'équation P,(x) = 0 admet une
solution positive et une seule, que I'on notera x,,.
Montrer que x,, < a.

b- Etudier le signe de P, (x;,). En déduire que la

suite (x,)p=1 €st monotone.
c- Montrer que la suite (x,,),>1 €st convergente.
On note [ sa limite. Prouverque 0 <[ <1
Montrer que pour tout entier naturel n le nombre
X, est solution de I'équation :
x™"l—(a+1)x+a=0.
En déduire que : [ = .

a+1

4. Soit h la fonction définie sur l'intervalle

[ =]2; +oo[ par:h(x) = Lz

x—

a- Calculer h'(x),h" (x)et h® pour tout x de |
b- Montrer que pour tout entier natureln > 1
() — (-D)"n!

ona:h Gt

EXERCICE 5 :
A. Soit f la fonction définie par: f(x) = xzi .
1. Déterminer a et b tels que :

a b
V x EDf,f(X)—x_ T i1

2. Soitn € N*. Démontrer qu’il existeaun polyndme
B, de degréntelqueV x € Dsg

n _ =D)"n!Py(x)
f (x) - Z(xz— 1)n+1
énieme de la fonction f

B. Soit 4 = (x—3) (% +1) avec b€ {-1;2;1}.

kK 2

= . A

On considere la fonetion f;, (%) = Li’lk — Ay
(\/x2 + 1)

et on noterd,f @ la dérivée n®*™ de la fonction f;
1. Dans cesquestionson prend k = —1.
a- Montrergue pour tout x réel :
@+ %) 26 + xf_1(x) =0
Montrerpar récurrence que pour tout entier
naturel n et pour tout x réelona:
A+ + Cn+ DxfTP 0 + @2 - 1DfP =0
c- Démontrer que les dérivées d’ordre impair sont

ot f "est la dérivée

b-

toutes nullesen 0
2. Dans cette question on prend k = 2.

Calculer f', (x) et f", (x)

a- Montrer que pour tout entier naturel n et pour
. P .
tout réel x :fz(n) (x) = % ou P, est une
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fonction polynéme vérifiant la relation :
Pry1(x) = (1 +x*)Py(x) — 2(n + 1)xPy (%)
Déterminer par récurrence le degré ainsi que le
coefficient du terme de plus haut degré du
polynéme P, (x).
EXERCICE 6 :
On considére la fonction h définie sur [0; 27]
. T .

h(x) = sin [xE (;)] six>0

h(0)=0
Etudier la continuité de h en 0.
Résoudre dans [0; 27r] I'équationds (g) =0
puisE(g) =p oup€N"
Donner I'expression de h gur [m; +co[ puis sur

T T %

bl p REN
Etudier la continuité,de'h en g pour tout p € N*,

vers R par :{

chaque intervalle]

En déduire le.domaine de continuité de h sur
I'intervalle [0; 2]
Montrer que lalimite de h a droite de % est finie

puis’denner sawaleur y;,.

s

» |, peN*
yp) P
appartiennent a une courbe S dont on donnera

une équation cartésienne.
Montrer que h est dérivable sur chaque intervalle
A T
=== pen
p p+ 1’ pl p
Calculer la dérivée de h sur l'intervalle
T T , . JORT
L, = ]—; —]. En déduire h réalise une
p
p+1’ p

. . T s .
bijection de I, = ]m, ;] vers un mtervalle]p

Montrer que les points M,, (

que l'on précisera.
Montrer que la restriction h,, de h sur

T T .. . s .
I, = ]—; —] admet une bijection réciproque
p+1’ p
dérivable sur un intervalle a préciser et vérifiant

N 1
(hpl) (x) = oy

. Tracer la courbe représentative de h et la courbe

S sur l'intervalle ]%; n] dans un repere
orthonormé d’unité 5 cm.
EXERCICE 7 :

On définit la fonction h,,, sur R par

hp(x) =vx*+x + 1 — mx ol m est un
parametre réel.

Discuter suivant les valeurs du paramétre réel m
les limites en +o0 et en —co de hyy,

Montrer que h, admet des asymptotes dont on
précisera les équations ainsi que les positions

relatives par rapport a la courbe de h,,
(m?*-m)x*+2mx+1
(m-1)x*+ x-2

On définit g, par g, (x) =

ou m est un parametre réel.
Discuter suivant les valeurs de m les limites de
cette fonction en +co0 et en —0
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b- Montrer que gy admet une asymptote dont on

précisera une équation cartésienne.

B. Pour tout entier naturel n non nul, on définit la
fonction f,, par:

Vx €[0; +oof, f(x) =x™+x —aaveca € ]0; 1]

1. Montrer que |'équation f,,(x) = 0 admet une

unique solution strictement positive notée u,,

Calculer u; et u,

Vérifier que pour toutn, 0 < u, < a

Montrer que V x € ]0;1[ on a fr41(%) < f,(x)

En déduire le sens de variation de a suite (u,,)

Montrer que la suite (u,) est convergente.

oukwnN

On notera ¢ la limite de cette suite.
7. Déterminer la limite de (u,)" en +o0

Donner alors la valeur de ?.
1

8. Soit pour toutnde N*, §,, = 522:1 Uy

n_
a- Montrer que V n € N*, a+%a 1SSnSa
b- En déduire alors la limite de S, en +oo.

EXERCICE 8 :

A. Pour tout entier naturel n non nul, on définit la
fonction f;, sur R par: f,(x) = X1_, kx*

1. Simplifier I'écriture (1 — x)*f,,(x). En déduire
une autre expression de f,, (x) pour x # 1

2. Vx €[0;1], onpose F(x) = xlirllmfn(x)

Donner I'expression de F(x)

Représenter sur un méme graphique et dans

I'intervalle [0; 1], les courbes des fonctions f;,

pour k € {1,2,3}

3. Montrer que pour tout n non nul, I'’équation
fn(x) = 1 admet une unique solution, notée uy,
dans l'intervalle [0; 1]. Calculer u; et us.

4. Etudier le sens de variations de la suite (uy).
En déduite qu’elle est convergente:

On note ¢ la limite de la suite ().

5. MontrerqueV x € [0; %],Vx € N*ona:
n +1

|F(x) - fn(x)l < 62n+1
6. Montrer alors lirp fn(u) = E(D.
X—=>+00

En

il

déduire la yaleurde¥.
B. On considérejla fonction g définie sur ]—%;

1+ sinx

par g(x) =

1-— sinx

1. ustifierla dérivabilité de g sur ]—%; %[ et

montrer que g'(x) = i

2. Déduire que g est une bijection de ]—g; g[ sur
un intervalle J que I'on précisera.

[ ANOIA INHAAQEIN VEHINNOD HHOAT

b- EndéduirequeVx €/,9g71(x) =—g1! (1)

A.

1.

X
EXERCICE 9 :
On rappelle que pour toute fonction f n fois
dérivable f (™ désigne la dérivée a I'ordre n de
f.Onadmet que f©@ = f
Démontrer par récurrence que :

cos™(x) = cos (x + ng) et sin™ (x) = sin (—x + ng)

2.

>

L -

3. Montrer que g1 la réciproque de g est dérivable @ b.

sur) etque (g1’ (x) = =

4, Vx €J,onpose(x) =g '(x)+g?! (i)
Montrer que ¢ est dérivable sur J et calculer
@' (x) la dérivée de la fonction ¢ (x).

0¢C =

2.
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Donner la dérivée d’ordre n des fonctions
suivantes : cos(ax + b) et sin(ax + b) ou a est
un réel non nul.

Démontrer par récurrence la formule de Leibniz :
Etant donnés deux fonctions u et v admettant des
dérivées jusqu’a l'ordrenona:

(ur)® = T_o Chulv =)

Soit g une fonction dérivable'telle que : g'(x) =
9(2x)

Montrer que g est deuxfois /dérivable puis
calculer g”(x) enfonction de g(x).

Calculer g3 (x)et g (x).

Montrer par récurrence que g admet des dérivées
de tous les autres et exprimer la dérivée g™
d’ordrem en fonction de g(x).

On considere les fonctions f telles que pour tous
réels x et x’ on ait :

[t x) + f(x—x)=2f()f(x") (D)
Déterminer toutes les fonctions constantes

f vérifiant la relation (1).

Donner un exemple de fonction non constante
vérifiant la relation (1).

Dans toute la suite, on suppose que f n’est pas
constante.

Montrer que f(0) = 1 et que f est paire.

On suppose dans la suite que I'équation f(x) =0
admet des racines et que la plus petite a est
strictement positive. Soit (C) la représentation
graphique de f dans un repéere orthonormé.
Montrer que (C) admet I(a; 0) pour centre de
symétrie. Montrer que f est périodique.
Montrer que si f admet une dérivée premiére f’
alorsona: f'(x) = —f'(a)(x + a) et que

f admet des dérivées successives de tous ordres.
EXERCICE 10 :
f est une dérivable sur R, vérifiant :

f=0
1
RRETIEE

On pose g(x) = f(2 — x) + f(x), pour tout x réel.
Montrer que : Vx € R, g(x) =k (k € IR).
Calculer la valeur k.

En déduire que A (1, 0) est centre de symétrie de
la courbe Crde f.

En remarquant f' (x) < 1sur[1;2],

prouver que f(2) < 1.
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(x — 1)2 . .
LN ) Calculer : arccos (—1) ; arccos(0) et arccos (1).
f est majorée sur [2, +oo[, [(;) = m] P< Etudier la fonction arccos.
Encadrer la limite L de f en 4 oo. c- Montrer que V x € |—1;1[ la fonction arc cos est
1
5. Onpose h(x) =tanx + 1,Vx € ]—%; %[ Q !) dérivable et que (arccos x)' = —(1 —x?)2
1
a- Montrer que lim foh(x) =L @ 4. Soit G(x) = x(1 —x?)"2 — arccosx pour x € [—1;1].
77 a- Calculer G (—1) et G(1).
b- Montrer que pour tout x de ]—%,%[,foh(x) = X. @ b- MontrerqueV x € [-1;1]: G(x) + G(—x) = —.
¢- En déduire la valeur de L. c- Montrer que G est dérivable sur ]—1; 1[ puis
6. Etablir le tableau de variation de fsur [1; 4+oo[ calculer la fonction dérivée G'(x).
7. Tracer l'allure de la courbe de f 5. PourV x € [0,1] on pose: ¢(x) = %(1;(1)
b
B. Montrer que la fonction sinus réalise une bijection @ a- Calculer @(x) en fonction de ardcos x.
de [—%; g] surJ a préciser. b- Montrerque:V x € [0; 1[ on a:
On note Arcsin sa réciproque. ( j 0< o) <20(1* xZ)%
1. Etudier la dérivabilité de Arcsin sur ] puis ¢ Endéduire que G est dérivable e 1.
montrer, lorsqu’elle est dérivable, que : d- Montrer que G est.dérivable,en -1.
(Arcsin)’ (x) = \/% e- Calculer la dérivée de'G sur[-1; 1].
-x \
2. Montrer quil existe ¢ €]0; 1[ tel que, Vx € 6. Tracerla coufbe,de'G dans un repére orthonormal.
10,1[, Arsin(c) = x EXERCICE 12.;
Y NE A. On considere la'ffenction tan : x — tanx définie
En déduire que Vx €]0,1[, Arsin(x) < Tixz surl = _g,g[_
EXERCICE 11 : 1. #Montrer que la fonction tangente est une
PARTIEA : bijection'de I vers R.
Soit f la primitive sur IR de la fonction x — LZ, 2.\ La'hijection réciproque de la fonction tangente est
vérifiant f{0) = 0. 1+x appelée Arctangente note:g Arctan.
1. Montrer que f est impaire et strictement a, Montrer que Arctan est dérivable sur R.
croissante sur IR. b- Montrer que VX E IR, AT'CtClTL,(X) = Tix?
En majorant - ! > sur [0; 1], prouver que f(1) <\ Dﬁ B. On suppose 'existence d’une fonction f définie
+x _ . s .
Montrer qu’il existe une constante c telle'que % surK =]-1;1] e{ vérifiant Vx € K :
pour tout x > 0, 0n aitf(i) =c — f(x) f'x) = Efz(x) +1letf(0)=0.
En déduire que: liT f(x) =¢ [ i ] On note C sa courbe représentative.
X—>+00
4. Majoration dec: 1. Donner les variations de f sur K.
a- Montrer que pour tout entidrk > 2u 2. Montrer que la droite (T) d’équation y = x est la
1 1 @ tangente a C en xy = 0.
fle+1)—f(k) < %2 s 1k (D 3. Montrer que la courbe C n’admet pas de tangente
b- En déduire que poUrtout entier n=> 3 : f(n) < 2 paralleleay = 2x.
c- Prouverquec < 2. @ 4. On définit sur K la fonction g par :g(x) = f(x) — x.
5. On pose pourtoutxde]—g,g[, g(x) = tanx. ; | a- Justifier Ialdézrivabilité de g sur K et prouver que
! —_ -
a- Montrer que, lim fog(x) = c g'(x) = zf ().
X2y, b- Dresser le tableau de variation de g sur K.
b- M®@ntrer que pour tout x de ]—E,E[,fog(x = x. c- En déduire le signe de g(x) sur K puis les positions
22 .
c- Emdéduire la valeur de c. @ relatcl.ves 'de'C et (T). )
6. Alaide des renseignements précédents, tracer la Iﬂ 5. Justifier | eZX|stenc$e dezf (o).
courbe représentative de f (asymptotes, tangente Calculer £ (x) pwsf (0).' , ]
3 origine et au point d’abscisse 1) C. On se propose E:Ie déterminer I'expression de f(x).
PARTIEB : == 1. Montrer que f établit une bijection de K vers f(K).
: -1 -
1. Montrer que pour tout réel u = 0: @ 2. Montrer que f~* est dérivable sur f(xK) et
u—sinu.couu =0. montrer que (f 1)’ (x) = Arctan’ (5)
s
2. Montrer que Vx € [0, E] ona: I 3. On considére la fonction : h: x — Arc tan (%)
u—sinu(2—cosu) <0. N a- Dériver la fonction h.
3. Soit f(x) = cosx,x € [0; ] b- En déduire que
a- Montrer que f est bijective de [0; ] vers [—1;1]. ©
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X

(f "H(x) = V2 Arctan (\/7

a- Déterminer (f~1)(0), puis la constante k.
4. Déduire de ce qui précéde I'expression de f(x)

>+k,kE]R
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