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IS71 : Nembres compleaes

Exercice 1
Les trois parties I), II) et I1I) sont Indépendantes.
Partie I
. 1 .3 -2
1) On pose | = — St \/7_ Calculer |

. . 1
Endéduirelecalculde::|-+J+J2 ; 13 et T

2) Démontrer que, V (a,b,c)e Cona:
2(a+bj +cj2)(a+bj2 +cj)=(a—b)2 +(b—c)* +(c—a)’

Partie I1
1) Déterminer le module et un argument de :

Z
Zl=—1+i\/§;zz=—1+i et Z—l
2

g 5 . (5
2) En déduire les valeurs exactes de cos (1—7;) et sin (5)

3) Comment choisir l'entier naturel n pour que z;' soit :
Un réel ? Un imaginaire pure ?

4) Résoudre l'équation dans IR : (\/6 + \/E)COS X+ (\/6 - \/E)Sin X=2
Partie I11

Soit 6 un nombre réel de l’intervalle]—ﬂ,ﬂ]

On considére le nombre complexe z, tel que : Z=—SIN26 + 2i cos? 6 .

Déterminer le module et un argument de z lorsqu’il existe, en fonction
de 0. Déterminer 6 pour que z et 1- aient méme module.

Exercice 2
1) Résoudre dans C les équations suivantes :
a) Z2-22+5=0 ; b) 22—2(1+J§)z +5+24/3=0

- -

2) On considére dans le plan complexe (P) de repére orthonormé (O, u ,V)

les points A, B, C et D d’affixes respectives :
Zy=1+2i , Zg=1+3+i , Zo=1+3-i et Z,=1-2i
a) Placer A, B, C et D dans le plan (P).

b) Vérifier que % =i/3 . En déduire la nature du triangle ABD.

A B
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c) Montrer que A, B, C et D appartiennent a un méme cercle (C) dont on
preécisera le centre et le rayon.
3) On considére l'équation (E) : 7% - 2(1+ 2C059)Z +5+4c0s0=0
Ou @ est un élément de IR.
a) Résoudre (E) dans C.
b) Montrer que les points images des solutions de (E) appartiennent a (C).
Exercice 3
On considére, dans C, les complexes z; et z, de module 1 et d’'arguments
respectifs a et [5.
2
Z1—2Z
1) Montrer que 12—22) est un réel positif ou nul. Dans quel cas est-il nul ?
122
2) Soit deux points A et B d’un plan complexe d’origine O d’affixes a et b (On
supposera O, A et B non alignés.
Calculer en fonction de a et b l'affixe I du barycentre de {(4, |b|) , (B, |al|)}
2

z
3) A laide du 1), montrer que — est un réel strictement positif.

ab
Exprimer arg(z) en fonction de arg(a) et arg(b). En déduire que 0l est un

vecteur directeur de la bissectrice de I'angle AOB.
Exercice 4
On considére le plan P rapporté a un repeére orthonormé(O, u ,\7) :

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct. On considére le triangle
direct ABC d’angles aigus et de centre de gravité G. On construit les trois
segments [AA’], [BB’] et [CC’] tels que :

AA'=BC et (ﬁ,ﬁ'):% [27].
BB'=CA et (FA,@):% [27].
CC'=AB et (Ns',c—c):% [27].

On note a,b,c,a’, b’ et c’ les affixes respectives de A, B, C, A, B'et C’
1) a) Montrerque @’ = a- ib + ic

b) En déduire b’ et ¢’ en fonction de a, b et ¢
c) En déduire que les triangles ABC et A’B’C’ ont méme centre de gravité
c-b'

2) a) Montrer que : -=1, en déduire la nature du triangle A’B'C

b) En déduire les deux résultats similaires au résultat précédent.
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c) Construire, en le justifiant, le triangle ABC a partir d’un triangle A’'B'C’
donné d’angles aigus
Exercice 5 : Lieux géométriques
NB : On proposera une approche algébrique et géométrique.
Déterminer et construire l'ensemble des points M(z) tels que :

a) Re(z3):lm(z3) ,- b)(z—l—i)(2—1+i):25
c)(z2)2—13z2+36go ,- d)arg(z;—z;j:fukn keZ

e) arg(z2 —4)=arg(z +2) [27]

. mar . ! 2 3
f) Le triangle MM'M" soit rectangle en M avec M (Z ) et M”(Z ) :

Exercice 6

Les trois parties I) et 1) sont indépendantes.
Partie : I
On pose: VnelIN™*

C,(0)=1+cos0+c0s20+---+cosnd et S,(@)=sin@+sin20+---+sin ng .
1) Montrer que si 0 # 2km, (k €7), alors :

ei(n+1)9_1
%0 (6)=Ca(6) +15,(6) = ——
. (n+1 i
sm[—@je 2
2) En déduire que %, (9) = 2(6’)
SIn| —

Puis les valeurs de C,(0) et S,(6) . On prend maintenant 6 = z.
n

tan(i)
2n

3) Déduire de 2) que U, =C, (%j =0 etqueV,=S, (Zj =

\Y
Calculer la limite de la suite (_nj
N Jn>1

Partie 11
En s’inspirant de la premieére partie,

Calculer A, (X)=COS X+ COS2X + -+ COSNX
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) n . k 1
Montrer que: lim ZSIn — :E

Exercice 7

1+k(k+1)+i
1+k(k+1)—i
on note |z |=py et argz, = a, ou ay € |—m,m|.

Pour tout entier k, on pose : Zj, =

(044 1
Démont toutk>0,p, = lett (_) —
1) Démontrer que pour tout k >0, py, ettany -, 1+k(k+1)

2) Placer dans le plan complexe les points d’affixes z,, z; , z,
3) a) Démontrer que pour tout k= 0, il existe un unique réel 9, de [0,%[,

tel que tan®, = k. Calculer 6, et 0,
b) Sans calculer 6, et 65, Construire sur le cercle trigonométrique les

points images de e'f2 ot 1% en précisant le procédé de construction
, . ak
c) Démontrer que pour tout entier k =0 : 5 = 011 — O
4)Onpose: Sq =2y ; Sy = Z1Zy et pourtoutn: Sy, = Z1Zy ...Zp
a) Quel est le module de s, ?

b) Exprimer l'argument de S,, en fonction de 6,,, et 6,
Exercice 8

1) Calculer lasomme: S(z) = 1+ z? +z*+ -4 z2"2 |, zeC
Résoudre dans C, l'équation définie par : z** -1 = 0, n=1

n-1 5 Kz
2) Démontrer que S(Z): I I[Z —22C057 +1j
k=1

3) En considérant S (1), démontrer que : klg sin

n-1 T
En considérant S (i), calculer []cos Y
k=1

Exercice 9
Soit l'équation (E)dans C:z> +2pz—1=0 ou p=e'9,0 €
R,z,; et z, les solutions.
1) Dans chacun des cas suivants déterminer I'ensemble des réels 0 tels que :
a) z; et z, sont des réels
b) z, et z, sont des imaginaires purs
c) z; et z, sont égaux
2) Montrer que
a) arg(z; + 1) + arg(z, + 1) = 6 [27]

Mr Mamadou Ba (LPA) et Mr Maléye (LANS) Page 4 sur 6

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à


Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

b) |zy — 1|z, — 1| = 2
3) On suppose que cosf > 0. Montrer que :
a) z; + 1 et z, + 1 ont les mémes arguments d préciser.
b) z; — 1 et z, — 1 ont le méme module a préciser.
Exercice 10

On considére le plan P rapporté a un repére orthonormé(O, u ,\7) :

Soit A e R:, fet F les applications définies par :

friet R R0 \O)
zZo = m(z) = M(f(2))

1) Montrer que f'est involutive : c'est-a-dire que fo f= idc* (identité dansC" ).

2) Déterminer 'ensemble des points invariants par F.
O, m ,M sont alignés

Démontrer que : M = F(m) si et seulementsi { . .
3/ 1 (m) {OmoOM:/i

Dans la suite on suppose ) = 1.
4) Soit m un point extérieur au cercle trigonométrique C. Une tangente a C
issue de m rencontre C en T. On note N le projeté orthogonal de T sur (Om).
a) Montrer en calculant de deux maniéres OT ¢OmM que N = M.
b) En déduire une construction géométrique de l'image d’'un point m du plan
n‘appartenant pas a C.
5) a) Soit A une droite passant par O, privée de O.
Montrer que A est globalement invariante par F.
b) Soit d une droite ne passant pas par O d’équation ax + by = c.

i) Que peut-on dire du réel ¢ ?

i) Montrer que si m est sur d alors son affixe z vérifie : UZ+UZ =C ou u

est un nombre complexe a déterminer en fonction de a et b.
iii) Montrer que si m est sur d alors lUaffixe z de M vérifie :

e

En déduire que l'image de d est un cercle que l'on définira.
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Exercice 11
1) a est un nombre réel. Résoudre I'équation :

_ zeC
S(a,l)'

7° — 27008 +1=0

En déduire la forme trigonométrique des solutions de ['équation :
s 2eC
(@) " 1220 27" cosar +1=0

dans laquelle n est un entier naturel non nul donné.
2) Pour tout entier naturel n, pour réel a et pour tout complexe z, on pose :

P,(z)=2*"-2z"cosa +1
a) Justifier que, pour tout z, ¢ etn,ona:

P,(z)= i_[l{zz —22003(g+2k—ﬂj+1}

k=0 nn

2
PN 5
b) Calculer P, (1) et en déduire que : | | sin’ (E + Fj =
k=0

3) Pour tout & € ]0 ; 7T[ et pour tout naturel N=2 | on pose :

Hn(a):ﬁsin(&k—”j
k=0

n n

2"H, (o) = Sin(%j

n-1 k
: 7 N
c¢) Déduire que pour tout naturel N>2 ona : l l sin n - on-1
k=1

a) Montrer que , pour & € ]0 , 7T[ et ona:

b) Quelle est la limite de lim H (05)
a—0
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