152 : COMPLEMENT D’ANALYSE

EXERCICE 1 :

1. Calculer les limites suivantes :

. 1+x2-1 . x?—4x+3 Vx+7 - 3
lim ; > ; > ,
x—0 X x—-1 —X*+5x—4 " x-2 x“— 4

. Vx+1-1 . X3+ 4x? + 2x-3 .. 6x°+1 -5
lim ; lim ———; lim ————
x>0 X%+ 2x x—>-3 xX“+5x—-6 x-=2 x4+ 2

. Jx+5- - x3 . x?=2x+3+/3
lim hm ~ ; lim ——————
x—4 x—4 x—>2 xX“— 4 X—)\/§ -X + \/§

2. Calculer les limites suivantes :

lim 2x* lim 22 . lim Vitx? +2x
x>+ \ X — 1'_x—> o Vx2+1 'x—)+oo X ’

lim 2x +vx2+1; llm(\/x +3x+1+x+2);

X——00

lim (V4x*+x+1—x+3); 11m v+ x—x—2

x—>+00

Lox—Yx®+ 1 . N xP144xVx . x*+1-1
lim =———; lim """ lim
x——00x—+x*= 1 x->400 x*+x3+1

3. Calculer les limites suivantes :

x—+00 \/x?+2-1

EXERCICE 2 :

du parameétre m.
1- tanx, 2cosx— 1,

1
i m (=)
x_)lf cos (2x) x_>77-' 4sin®x — 37 x> \sin2x tanx

lim (cos— —sin —) tanx ; lim(tanx — 1) (1 —t
x—% 2 2 x—»%

2cos(2x)—1 | sin2x— 1 li
T cos(3x) ’ x> cos2x ’ 1
6 4
. 2cosx—+/3 . x+sinx
lim——; 11
ok 6x-T x—>+oo 2-sinx

tané6x

2.
a_
1—cos2x
b- Déduire que lim ——— = 2.
x—0 X
1—-cos2x
c- Calculer alors lim ———
x—0 Sin<2x
1-cosx 1
3. Démontrer que lim =-
x—0 X2 2
4. En déduire les limites suivantes :
x3 ~ sin’x W1 —cosx

lim ; lim ; lim -
x>01 —cosx " x-0cosx—1 x-0 sinx

EXERCICE 3 :

x+1
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1. Calculer les limites en discutant suivant la valeur

. Sinx tanx . Sinx—tanx
lim—-; Ilim lim ———;
x-0 VX x-0 X x-0 X
20501 .
X Sm( ) x+1 . 12sinx—6
lim——%; lim tan ; lim——;
x—0 Sinx x—1 6x 2 x—>E 4x — T
6
sin (x—-1) sin2x .. tanx— 1
x—>1x2+2x -3’ x50sinmx ’ rol 4x— T
4
P2 3 ) .
. sin‘x . x°+x sin“3x . sin (1x)] 2
lim—-,; lim ; , ; lim |——
x—0 tan‘x x-0 cosx—1 x—0 Sin2x x->1L x-1

xsinx

etlim———
x->01 — cosx

, 1
1. Démontrer que pour tout xe [1; +o], 3 <-—<1

En déduire lim x—\/j;

lim
x—+o00 X+ xX—+00 \/x(x+1)

2. On considére la fonction définie sur [2 ; +[ par :
flx) = 3XHSUX Montrer que, pour tout x = 2,
If(x) —3] < ﬁ. En déduire la limite de f en +.

3. Soit f la fonction définie : h(x) = 3x + 2sinx

a- Montrer que pour tout x de R :
3x —2<h(x)<3x+2

b- Endéduire lim h(x) et 11m h(x)

X—>+00

4. soit la fonction [ définie sur ]R par : [@)

1 COSX

a- Montrer que pour tout x réelle, 3 < 1

b- En déduire les limites suivan

X X + cosx

lim —; lim s lim ———

x>+ 2 — cosx’ x—--02 & cosx x-+w2 — COSX
EXERCICE 4 :

A. On considére la 8finie par :
flx) 5 et f(0) =0

1. Etudierl defenO
f est cotinue sur IR ?

3.

flx) = 2x5 — 7x3

23x

2.
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S@In n définie par:
2X—2-2
TSLx¢3etg(3)—l

rminer Dy le domaine de définition de g.

our quelle valeur de [ g est-elle continueen 3 ?

2 —
Soit h(x) = —3’;_"112

Calculer la limite de h en 1.

En déduire une fonction k prolongement par
continuité de h en 1.

Dans chacun des cas suivants démontrer que f est
continue sur son ensemble de définition :

f(x).= 1—x? ;o f(x) =1[2x 5|
f(x)=% ; f(x) =+tan?x + 1

Soit ¢ définie sur R par:
e(x) =vV—x—1 six € ]—o0; —1]
p(x) =x*—1 si[-1;1]
@(x) =2sin(x — 1) six €]1; +oof
Etudiez la continuité de g en-leten1
Etudiez la dérivabilité de p en-leten 1
Déterminer les intervalles de R sur lesquels
@ est dérivable.
EXERCICE 5 :
Dans chacun des cas suivants déterminer les trois
premiéres dérivées de la fonction f.
—9;9(x) = (—=x*+3)"; h(x) =
; k(x) = xvx; p(x) = cosx;
Determlner une primitive F de la fonction f sur
intervalle | a préciser dans les cas suivants :
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x2

fx) =9x* —\/% ;) =9x%(4 —x2)8, f(x) = =

x*—x342x2+1 sinx

f(x)=m}f(x)=w}f(x)=

cos*x

f(x) = cos3x — cos2x; f(x) = 9cos*x + sinxcosx

PROBLEME 1 :
Soit la fonction définie par: f(x) = ZXZ:
Partie A :

1. Déterminer le domaine de définition de f :
On le notera Dx.
Montrer que, pour tout x € Drona f(x) > 0.
3. Etudier la parité de f. Que peut-on conclure pour la
courbe de f dans un repére orthonormé.
4. Calculer f’(x) puis étudier son signe pour x > 1.
En déduire le tableau de variation de f pourx >
1. Construire la courbe.
Partie B :
La fonction numérique g est définie par:
glx) = xm.
1. Donner le domaine de définition de g.
Etudier la parité de g.
Trouver les coordonnées des points d”intersections
de (D) d”équation:y = x etde lacourbedeg.
4. Calculer g’(x) et exprimer g’(x) en fonction de
f ‘(x) de la partie A.

a- Donner le tableau de variation de h.
b- Montrer que h est une bijection de |1, + n

intervalle que I'on déterminera.
c- Tracer la courbe représentativ Q
d- Tracer la courbe représentative de ans un

méme repere.
PROBLEME 2 :
Soit f la fonction défigie par -

<0
fx) =
Z—x|six =0
On no ourbe représentative dans un repére
ort é(0,1,)
D iner le domaine de définition de f.

2. Etudier la continuité de f en 0.

3. Etudier la dérivabilité de f en 0 et 1. Que peut-on
conclure pour Cs en ces points 0 et 1.

4. Montrer que f est dérivable sur R—{0, 1} et
calculer f’(x) dans les intervalles ou f est dérivable.

5. Résoudre ]0, 1] I'inéquation 2¢/x —x* + 1 -2x < 0.
En déduire le signe de f’ sur ]0, 1] puis étudier son
signe sur les autres intervalles. Dresser le tableau
de variation de f.
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6. Montrer que Cr admet une asymptote oblique
A en +oo. Etudier la position relative de Cr et A sur
I'intervalle ]0, +oo] .

7. Montrer que Cr admet une asymptote oblique (D)
en — oo, Etudier la position relative de Ct et D sur
I'intervalle ]|— oo, Of.

8. Soit g la restriction de f a I'intervalle |1, + oo .

a- Monter que g définit une bijection de
I = ]1,+ oo[ sur un intervalle / a déterminer.

b- La bijection réciproque g~ est - elle déri sur
] ? Calculer g71(2)
c- Expliciter g~1(x)pourx € J. %
PROBLEME 3 : °
Soit la fonction f définie
{f(x)=x+2+tanx —% <0
fx)=x+ + ix=>0

1. Etudier lagconti etllg dérivabilité de f en 0
2. Déterm a\%def en —%et en +oo

3. En dédui branches infinies

4. Et i@nations de la fonction f

5. ntreg qu’il existe un unique réel a € ]—%; 0[

ion de I'équation f(x) =0

% ontrer que : —% <x< —%.
, Tracer la courbe de f dans un repére (0,1; )

5. Soit h la fonction définie sur |1, 4+ oo par h(x)
9(x).

8. Soit g la restriction de f sur [0; +oo|

a- Montrer que g admet une bijection réciproque
g~ 'dont on précisera I'ensemble de définition et
ses propriétés (continuité, dérivabilité, variation)

b- Calculer (g~1)’(2) puis déterminer I’équation de la
tangente a Cg-1 en son point d’intersection avec
I'axe (0x) des abscisses

c- Expliciter g~1(x). Etudier les branches infinies en

+o00. Déduire du tracé de Cg celui de Cg-1

PROBLEME 4 :
A. Soit f la fonction définie sur I = [0; %[ par:

sin (3x)
f(x) = cos3x ’

1- Trouver la limite de f en %

2- Montrer quesurl, f'(x) = 3“‘)05521") et en déduire
le tableau de variation de f.

3- Montrer que I'équation f(x) = 1 a deux solutions
sur 1. Calculer une valeur approchée a 1073 pres de
ces solutions.

4- Tracer Cr la courbe de f.

sin’x

B. Soit g la fonction définie par: g(x) =
1
2

sinx — 1°
Déterminer D, et montrer que g est périodique.

Montrer que la droite d’équation x = %est un axe
de symétrie a C; courbe de g.
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3- Etudier f sur l'intervalle [

4- Tracer la courbe Cg.
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