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CSPA (Année scolaire 2023 — 2024}

> (FONCTIONS NUMERIQUES) .

[Cellule de mathématiques} Classe : T'S;
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= Exercice 1 } d lim tanx — 1
Calculer les limites : o 22— V2
o 22 +3z—-4 4
a lim—— . T
z—=1  x—1 e hn%_ (m — 5) tan
b r—+vr+2 =7

lim —
2 Az 113 .
= ¢ iyee(552)

c li

rz—1 €xr — 1 E((E)
— lim ou F/(x) désigne la partie entiere
4 fig VT2 V2 AT g lim -—— ot E(x)désignelap
z—1 x—1 de z.
e lim _elle=2]
z—2x(x? — 1 —2) {'@ Exercice 4 }
[I@ Exercice 2 l . Montrer que pour tout x € R, alors :
Calculer les limites : 1 < r <1
a lim (z+Va2+1) 2 :z:+1 o .
z—+00 . En utilisant les théoréemes de comparaisons, en
b lim (x — V4x? + 1) déduire les limites :
r—+00
VAaz2 £ 32z — 1 a lim v
z—r+00 xr+5 . x
. b lim ——
d 11141_1 Ve+1-—x z—+oo/z(x + 1)
xr—r+00
e lim (V3aZtaz+4-2z+1) [+ Exercice 5 |
z—r+oo Soit ¢(x) une fonction définie sur [1,+oo[ et vérifiant
f hrf VT4V -z 1—22 <22%p(x) <2 — 22,
xr—r+00
Calculer lim ¢(x) et lim ———— avec n € N*
g lm [-t0 eotoe” e (@)
z——oco\l 20 — 4
h lim Va2 +z—+v22-1 ['@ Exercice 6 }
Tr—r—00
On consideére la fonction f définie sur [0; +o0[
B (e 4 o 1 i
! xgriloo (Vda? =32+ 20 - 5) par : f(z) = (Va +2— /) cos(z).
j lim (:C +7+V4— Qm) a Montrer que pour tout réel positif z,
T—r—00
2 cos(z)

r—2

b Montrer que pour tout réel positif =,

1z Exercice 3 ] f(2)] < 2
Calculer les limites : -V
- cos(z —1) — 1 c En déduire la limite de i‘jn —1—0132
e=1 2?4 2915 -3 BBl Soit la fonction f : z — %
COS & — T —
b lim PBra Montrer que f est prolongeable par continuité
1 en 3 et détermine la fonction g qui la prolonge.
¢ lim 2? (1 — cos <—)>
T—+00
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1z Exercice 7 ]
Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction f dé-
finie sur R par :
322 — 2z +1
2z2 +ax —a—2
flz) = —227°+3x+3 siz>1

241
+c

six <

siz=1

soit continue en 1.

[l@’ Exercice 8 ]

Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’ensemble
des primitives de f sur un intervalle I contenu dans
son domaine de définition :

.fx=m3—x+7 (
.fmz——x & s
B i) ﬁ :f(

3 f(
.f(iv):ﬁ ol
Bl () = (

cos ¥
V2 +sinx - fla

sinx — 2z
sin x

6 f(

T

) =

)= costz
r) = xcosx?
) = sin 2x
) =

) =

5]

sm3 x

Sln3 x

Fsm(x)

[l@ Exercice 9 }

. Déterminer la primitive F vérifiant F'(xo) = yo
pour chacune des fonctions f définies par :

a f(z)=(2z—1) et F(0) =0
b f(z) =2z — 1)(22 -z + 1)* et F(1) =
c f@):ﬁew(z)zo

. Soit la fonction f définie par
223 + 522 — 4w — 7
flx) = 5
(x+2)
a Trouver les réels a, b et ¢ tels que
flz)=ax+b+

(x4 2)?
b En déduire la primitive F' de f prenant la

valeur —g en 0.

[l@ Exercice 10 }
3

i Soit F(z) = S et G(z) = T
Montrer que F' et G sont deux primitives d’une
méme fonction :

— En calculant F’ et G'.
— Sans calculer F’ et G’

1422
.SOltf W

(z—1)%

b En déduire une primitive de f sur ]1; 00|

1
a Vérifier que 2% + 1 = 5[(37 +1)2 -

[l@‘ Exercice 11 ]

On considere la fonction f définie par :
z—1

— _siz>0
2 o2

flx) = (xxg. 22)

—g—\/l%—xz siz <0

On note C sa courbe dans un repere orthonormé.

Partie A

. Etudier le signe sur R du produit
(=322 + 62 — 4)(2% — 22)

.On

a

b

Partie B

il a

Partie C

. Démontrer que f(a) =

pose p(z) = —zvV1+ 22 -1

Etudier les variations de . En déduire que
I’équation ¢ = 0 admet une unique solution
a. Calculer la valeur de a.

Préciser le signe de ¢ suivant les valeurs de
x.

Préciser I’ensemble de définition Dy et cal-
culer les limites de f aux bornes de Dy. In-
terpréter graphiquement le résultat.
Etudier la continuité de f en 0.

Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter
les résultats

Calculer f’(x) sur le domaine de dérivabilité
de f.

Dresser le tableau de variations de f.
Déterminer une équation cartésienne de la
tangente T' a C au point d’abscisse 1. Etu-

dier la position de T par rapport a C sur
10,2[

3—at

3a

. Déterminer la primitive de f sur |0, 2[ qui s’an-
nule en 1.
. Construire C et T

[I@‘ Exercice 12 J

Partie A

Soit g(z) = 223 — 322 — 1

. Etudier les variations de g.

. Montrer que Péquation g(z) =

0 admet une

et une seule solution réelle o appartenant a
J1,6;1,7[.

Partie B

Soit f la fonction définie sur | — 1;+oo] par

fa) = -

—x
1423

. Etudier les variations de f.

. Cy représente la courbe de f dans un repere or-

thonormé (0;7; )

a

Déterminer I’équation de la tangente (A) au
point d’abscisse 0.

23 (x —1)
érifi =1- — Z E
Vérifier que f(x) T + T+ n

déduire la position de Cy par rapport a (A).

Démontrer que C; est situé au dessus de sa
tangente (7T') au point d’abscisse 1.

Tracer Cy, (T') et (A) dans le repere.
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[l@’ Exercice 13 ]
Soit f la fonction définie par

z+V22+axsiz>0

[ x
iz <0
Y e R

. Démontrer que le domaine de définition Dy = R
et étudier les limites de f aux bornes du do-
maine.

. Etudier la continuité de f en 0.

. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter les
résultats.

M Dresser le tableau de variations de f.

. Etudier les branches infinies de C;. Etudier la

position de C¢ par rapport aux asymptotes éven-
tuelles.

fz) =

. Démontrer que f est bijective de R vers un in-
tervalle J que I'on précisera.

. On note f~! la bijection réciproque de f.
a Donner les variations de f1.

b Préciser les branches infinies & la courbe de
S

c f! est-elle dérivable en 0.
Donner 'équation de la tangente a Cy-1 au
point d’abscisse 1 — V3.

e Expliciter f~1(x).

. Tracer Cy et Cy-1

{I@ Exercice 14 }
Partie A

On donne f(z) = 2z+/|1 — 22|

. Déterminer le domaine de définition de f. Ecrire
f sans le symbole de la valeur absolue puis cal-
culer les limites de f aux bornes de son domaine.

. Etudier la dérivabilité de f en 1 et en —1 puis
interpréter graphiquement les résultats.

. Calculer f’(x) sur les intervalles ot f est dé-
rivable puis établir le tableau de variations de

I
Partie B
On considere la fonction g définie par :

() = 4 (@) si @ €10 +oo|
P = o4 VaZ 2z sia €] - 00;0]

. Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0.

. Montrer que g est continue sur R.

. Etudier la nature de la branche infinie de g en
+o00o. Démontrer que C; admet une asymptote
oblique en —oo puis étudier la position de C,
par rapport a cette asymptote.

. Calculer ¢’(z) sur les intervalles ou g est déri-
vable puis dresser le tableau de variations de g.

. Tracer les droites remarquables et C, dans un
repére orthonormé (0,7, ) (unité : 2 cm ).
6] Soit h la restriction de g a intervalle | — oo, 0).

a Montrer que h admet une bijection réci-
proque h~! dont on précisera le domaine de
définition.

b Préciser '’ensemble de dérivabilité et les va-
riations de h~1.

¢ Sans utiliser 'expression explicite de h =1 (x),
calculer (h=1)/(2).

Expliciter h=!(z).

e Tracer Cp-1.

[l@ Exercice 15 }
Soit f la fonction définie par :

2z — 14+ vV4x? + 4 si x €] — 00; 0]
fz) = o
T+ 1+ —— six €]0;+oo|
1+ 22

. Déterminer le domaine Dy de définition de f et
étudier les limites aux bornes de Dy.

. Etudier la continuité de f en 0.
. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter gra-
phiquement les résultats.
. a Montrer que la courbe C; admet deux
asymptotes obliques (A) en 400 et (A’) en
—o00. Donner une équation cartésienne de
chacune d’elles.
b Etudier la position de C¢ par rapport a (A)
sur [0, 4+o00] et celle de Cy par rapport a (A')
sur | — 00, 0]
. a Etudier la dérivabilité de f sur son domaine
de définition.
b Calculer f'(z) sur les intervalles ol f est dé-
rivable.
c En déduire le tableau de variations de f
. a Montrer que f réalise une bijection de R sur
f(R) a préciser.
b La fonction f~1 est-elle dérivable en f(0)?

¢ Caleuler (f~1) [f (%)} ot (f1) [f (_%)}
B@ Tracer Cy et C;

{.@ Exercice 16 }
On donne ci-dessous la représentation graphique (Cj)
de la fonction f :

. Déterminer le domaine de définition de f.
Bl Déterminer xkr_noof(x); zgrfwf(m) et ig%f(x)

BBl Déterminer f(3) et f/(3)
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. Déterminer I’équation de la tangente a (Cy) au
point d’abscisse —2

. f est-elle dérivable en 17 Justifier.
. Résoudre graphiquement 1'équation f(z) = 2

. Résoudre graphiquement I'inéquation
flz) > -1

. Dresser le tableau de variations de f

[ﬁ%‘ Exercice 17 ]
On donne ci-dessous la représentation graphique (C/)
de la fonction f :

i) i

(L] ¥

] [T

. Déterminer Dy
Bl Calculer f(—4), (0), f(3), f(4) et f(5)
. Déterminer f(]—o0,—2]), f([—4,0]) et f(]3,+o0]

. Montrer que léquation f(x) = 0 admet une
unique solution « sur l'intervalle |4, 5[.

Bl Déterminer mgrilmf(m), xgrfoof(:n), Ijl(rg)f (x)

et lim f(x)
m—>(%)+
. Calculer f(3), f'(0), f'(5) et fi(—2)
f est-elle dérivable a gauche en —2. Justifier.
. Déterminer I’équation de la tangente (T4) & (Cy)

au point d’abscisse 5 et ’équation de la tangente
(T1) a (Cf) au point d’abscisse 0

. On suppose que f est dérivable sur Dy \ {—2},
dresser le tableau de variations de f, en déduire
le signe de f'(z)

. Déterminer en justifiant les limites suivantes :
lim 1) lim /(@) lim f@)+3 ,
T——00 I r—+o0 T z—=3 T — 3
lim —f(ﬁ) — 2, lim —f(x) +1 et li —f(w) 1
=5 T —5H ‘z—=2- x+2 z—2+ x+2

[l@ Exercice 18 ]
On considere la fonction f dont le tableau de variations

est le suivant :
r —oo —= 0 1 2 +oo

f(z) - + = = +

+oo +oo
\ 5 /

+oo 1

#e) \ﬂ/ \

—o0

. a Préciser le domaine de définition de f et les
limites de f aux bornes de Dy.

En déduire les asymptotes a la courbe de f.
. a Donner les variations de f.

b Préciser les extrémums de f.
¢ Préciser les solutions de I’équation f/(x) =0
. a Montrer que I’équation f(z) = 0 admet deux
solutions « et 3 sur Dy.
En déduire le signe de f(z) sur Dy.
c Préciser le nombre de solutions de I’équation
f(z) =3
. Soit ¢ la restriction de f a Pintervalle [0, 1].
a Montrer que g admet une bijection réci-

proque g~! définie sur un intervalle & déter-
miner.

b Etablir le tableau de variation de g~ ! et dé-
terminer son ensemble de définition.

[l@ Exercice 19 }

On considere le tableau de variation suivant, tracer la
courbe représentative (Cy) associée a ce tableau avec
les informations suivantes puis représenter la courbe
représentative (Cy-1) de la fonction réciproque sur I'in-
tervale I =|2, 400 donné :

T |—oa -2 [i] 1

+
#

flz) + ] — + -

f //’/ x“‘x\ // ‘\\ ) /

Informations :
e Branches infinies :
* Asymptote verticale : x =1 en + oo
* Asymptote horizontal : y =1 en — oo
1
x Asymptote oblique : y = x — 3 en + oo
e Demi-tangentes.
* En 07 on a une demi-tangente d’équation y = 0
(demi-tangente horizontale)
« En 07 on a une demi-tangente d’équation y = v/2x

*x En 2 on a une demi-tangente verticale dirigée vers le
haut d’équation x = 2
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