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Exercice 1 :  

Soit la fonction réelle 𝒇 de variable réelle 𝒙 définie sur ℝ par 𝒇(𝒙) =
𝒙

𝟏+|𝒙|
 

1)   a) Soit 𝒚 un réel donné. Résoudre, dans ℝ , l’équation 𝒚 = 𝒇(𝒙) . 

      b)  En déduire que 𝒇 est une bijection de ℝ sur un intervalle 𝑰𝟏 = 𝒇(ℝ) que l’on précisera. 

      c)  Soit 𝒇−𝟏 la bijection réciproque de 𝒇. Pour tout 𝒙 𝝐 𝑰𝟏, déterminer alors l’expression de 

𝒇−𝟏(𝒙) à l’aide de |𝒙|. 

      d) Construire, dans un même repère orthonormé, les courbes de 𝒇 et de 𝒇−𝟏. 

2) On pose 𝒇𝟏 = 𝒇, 𝒇𝟐 = 𝒇 ∘ 𝒇𝟏 , 𝒇𝟑 = 𝒇 ∘ 𝒇𝟐, … , 𝒇𝒏 = 𝒇 ∘ 𝒇𝒏−𝟏, ∀ 𝒏 𝝐 ℕ, 𝒏 ≥ 𝟐 

      a) Calculer, pour tout 𝒙 𝝐 ℝ, les expressions de 𝒇𝟐(𝒙), 𝒇𝟑(𝒙) 𝑒𝑡 𝒇𝒏(𝒙) 

      b) Exprimer 𝒇𝒏(𝒙) en fonction de 𝒇(𝒏𝒙), ∀ 𝒙 𝝐 ℝ, ∀ 𝒏 𝝐 ℕ∗ 

      c) En déduire, pour tout 𝒏 𝝐 ℕ∗, l’ensemble 𝑰𝒏 = {𝒇𝒏(𝒙)/𝒙 𝝐 ℝ} = 𝒇𝒏(ℝ). 

Exercice 2 :  

On considère la suite (𝑺𝒏)𝒏≥𝟏 définie par : 𝑺𝒏 =
𝟏

𝟓
+

𝟒

𝟓𝟐 +
𝟕

𝟓𝟑 + ⋯ +
𝟑𝒏−𝟐

𝟓𝒏 , ∀ 𝒏 𝝐 ℕ∗  

1) Montrer que (𝑺𝒏)𝒏≥𝟏 est une suite croissante. 

2) Montrer que 𝑺𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟓
+

𝟏

𝟓
𝑺𝒏 +

𝟑

𝟐𝟎
(𝟏 −

𝟏

𝟓𝒏) , ∀ 𝒏 𝝐 ℕ∗ 
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3) Déduire de ce qui précède que (𝑺𝒏)𝒏≥𝟏 est une suite majorée 

4) Prouver que (𝑺𝒏)𝒏≥𝟏 est une suite convergente et calculer sa limite. 

 

Exercice 3 :  

Pour tout 𝒏 𝝐 ℕ ∖  {𝟎, 𝟏}, on considère, dans ℝ+, l’équation (𝑬𝒏): 𝒙𝒏 = 𝒙 + 𝒏 et la fonction 

𝒇𝒏 définie sur ℝ+ par 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏 − 𝒙 − 𝒏   

1) En étudiant les variations de 𝒇𝒏 sur ℝ+, montrer que (𝑬𝒏) admet une unique solution, 

notée 𝒙𝒏, telle que 𝒙𝒏 > 𝟏, ∀𝒏 ≥ 𝟐. 

2) On suppose la suite (𝒙𝒏)𝒏≥𝟐, ainsi obtenue, convergente. On pose 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒙𝒏 = 𝒍 

Calculer alors sa limite 𝒍 

3) Soit 𝜺 un réel arbitraire strictement positif (𝜺 > 𝟎). 

Montrer, en utilisant le sens de variation de 𝒇𝒏, l’existence d’un entier naturel 𝑵 𝝐 ℕ tel 

que ∀ 𝒏 𝝐 ℕ, on a l’implication : 𝒏 > 𝑵 ⟹ 𝟏 < 𝒙𝒏 < 𝟏 + 𝜺. 

Que peut-on en déduire alors pour la suite (𝒙𝒏)𝒏≥𝟐 ? 

Exercice 4 :  

Soit 𝒂 𝝐 [𝟎, 𝝅] ∖ {
𝝅

𝟐
}. On pose 𝒙 = 𝒕𝒈(𝒂), 𝒚 =

𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒂)

𝐜𝐨𝐬𝟒(𝒂)
 et 𝒚 = 𝒇(𝒙) 

1) Déterminer, en fonction de 𝒙, l’expression de la fonction 𝒇 ainsi définie. 

2) Etudier la fonction 𝒇 et construire sa courbe 𝓒 dans un repère orthogonal du plan. 

3) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de 𝓒 avec l’axe des abscisses. 

4) A quelles valeurs de 𝒂 correspondent ces points ? 
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