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Ecole Nationale de la Statistique et de l’Analyse 
Economique (ENSAE) Pierre Ndiaye 

Test de Présélection au recrutement d’élèves 
Analystes Statisticiens (AS) et d’Ingénieurs 
Statisticiens Economiste (ISE Cycle long)) 

 

 

Exercice 1 :  

A tout réel 𝜶 donné tel que 𝜶 𝝐 ℝ ∖ {−𝟏, 𝟎, 𝟏} , on associe la fonction 𝒇𝒂 telle que 

𝒇𝒂(𝒙) =
(𝜶𝟐 + 𝟏)𝒙𝟐 + 𝜶𝟐 − 𝟏

(𝜶 + 𝟏)𝒙 + 𝜶 − 𝟏
 

. On désigne par 𝓒𝜶 la courbe représentative de 𝒇𝒂. 

1) Montrer que 𝓒𝜶 admet deux asymptotes dont on précisera, pour chacune, une 

équation cartésienne. 

2) Soit 𝑰𝜶 le point d’intersection de ces deux asymptotes. 

a) Déterminer, en fonction de 𝜶, les coordonnées de 𝑰𝜶. 

b) Que représente 𝑰𝜶 pour la courbe 𝓒𝜶 ? 

c) Montrer que ∀ 𝜶 𝝐 ℝ ∖ {−𝟏, 𝟎, 𝟏}, 𝑰𝜶 appartient à une courbe 𝓒 d’équation :  

𝒚 = 𝒈(𝒙) où 𝒈 est une fonction que l’on précisera. 

d) Etudier la fonction 𝒈 et tracer 𝓒. 

3) Etudier, suivant les valeurs de 𝜶, les variations de 𝒇𝒂. 
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4) Représenter (dans un autre repère) les courbes 𝓒−𝟐, 𝓒𝟐, 𝓒𝟏

𝟐

 . 

Exercice 2 :  

1) Soit 𝒈 la fonction définie par 𝒈(𝒙) =
𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝒙
, ∀ 𝒙 𝝐 ]𝟎,

𝝅

𝟐
 [. 

a) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝟎+

𝒈 et 𝐥𝐢𝐦
𝝅

𝟐

− 𝒈 

b) Calculer 𝒈′(𝒙) pour tout 𝒙 𝝐 ]𝟎,
𝝅

𝟐
 [. En déduire les variations de la fonction 𝒈. 

c) Montrer que 𝒈 est une bijection de ]𝟎,
𝝅

𝟐
 [ sur un intervalle que l’on précisera. 

2) Pour tout 𝒏 𝝐 ℕ∗, on considère la fonction 𝒇𝒏, définie par :  

𝒇𝒏(𝒙) = 𝟐𝒏 𝐭𝐚𝐧(𝒙) − 𝐭𝐚𝐧(𝒏𝒙) , 𝒙 𝝐 ]𝟎,
𝝅

𝟐𝒏
 [  

a) Déterminer 𝐥𝐢𝐦
𝟎+

𝒇𝒏, 𝐥𝐢𝐦
𝝅

𝟐𝒏

− 𝒇𝒏 et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇𝒏(𝒙)

𝒏𝒙
 

b) En déduire que 𝒇𝒏 s’annule au moins une fois sur ]𝟎,
𝝅

𝟐𝒏
 [  pour 𝒏 ≥ 𝟐 

c) Soit 𝒙𝒏 𝝐 ]𝟎,
𝝅

𝟐𝒏
 [ tel que 𝒇𝒏(𝒙𝒏) = 𝟎. Montrer que 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒙𝒏 = 𝟎. 

    En déduire 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝐭𝐚𝐧(𝒏𝒙𝒏)

𝒏𝒙𝒏
  

Exercice 3 :  

Soit 𝝋 l’application de ℕ dans ℕ définie par 𝝋(𝒏) = 𝑪𝟐𝒏
𝒏 = nombre de combinaisons de 𝒏 

éléments parmi 𝟐𝒏 éléments. 

1) Démontrer que, pour tout 𝒏 𝝐 ℕ, on a 𝝋(𝒏 + 𝟏) = 𝟒𝝋(𝒏) × 𝑨 𝑜ù 𝑨 est une fonction 

de 𝒏 que l’on précisera. 

2) En déduire que l’application 𝝋 est strictement croissante sur ℕ. 

3) Démontrer que 

𝝋(𝒏) = 𝟐𝟐𝒏
𝟏 × 𝟑 × 𝟓 × … (𝟐𝒏 − 𝟑) × (𝟐𝒏 − 𝟏)

𝟐 × 𝟒 × 𝟔 × … × (𝟐𝒏 − 𝟐) × (𝟐𝒏)
, ∀ 𝒏 𝝐ℕ∗ 

4) En déduire l’encadrement : 
𝟐𝟐𝒏

𝟐𝒏
< 𝝋(𝒏) < 𝟐𝟐𝒏 ∀𝒏 𝝐 ℕ∗ 

5) Montrer qu’on a, en fait, l’encadrement suivant, plus précis :  
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𝟐𝟐𝒏

𝟐𝒏
< 𝝋(𝒏) < 𝟐𝟐𝒏−𝟏 ∀𝒏 𝝐 ℕ∗ 

Exercice 4 :  

On considère les polynômes 𝑷𝒏 et 𝑳𝒏 définis respectivement par : 

𝑷𝟎(𝒙) = 𝟏, 𝑷𝒏(𝒙) =
𝟏

𝒏!
𝒙𝒏(𝒙 − 𝟏)𝒏, ∀ 𝒏 𝝐 ℕ∗ et 𝑳𝒏(𝒙) = 𝑷𝒏

(𝒏)(𝒙), ∀ 𝒏 𝝐 ℕ. 

(𝑷𝒏
(𝒏)

 est dérivée d’ordre 𝒏 de 𝑷𝒏). 

1) Expliciter les polynômes : 𝑳𝟎(𝒙), 𝑳𝟏(𝒙), 𝑳𝟐(𝒙) 𝑒𝑡 𝑳𝟑(𝒙). 

2) Montrer que 𝑷𝒏(𝟏 − 𝒙) = 𝑷𝒏(𝒙), ∀ 𝒏 𝝐 ℕ. 

3) En déduire que, pour tout 𝒏 𝝐 ℕ, on a 𝑳𝒏(𝟏 − 𝒙) = (−𝟏)𝒏𝑳𝒏(𝒙). 

4) Donner l’expression développée du polynôme 𝑳𝒏(𝒙), ∀ 𝒏 𝝐 ℕ. 

    Préciser : son degré, son coefficient dominant, son terme constant 𝑳𝒏(𝟎) ainsi que 𝑳𝒏(𝟏). 

5) Montrer que (𝒙𝟐 − 𝒙)𝑷𝒏
′ (𝒙) = 𝒏(𝟐𝒙 − 𝟏)𝑷𝒏(𝒙). En dérivant (𝒏 + 𝟏) fois cette 

relation, en déduire que ∀ 𝒏 𝝐 ℕ, on a 

(𝒙𝟐 − 𝒙)𝑳𝒏
′′(𝒙) + (𝟐𝒙 − 𝟏)𝑳𝒏

′ (𝒙) − 𝒏(𝒏 + 𝟏)𝑳𝒏(𝒙) = 𝟎 
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