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Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

Le programme de TS> comporte trois parties : Analyse ; organisation de données et algébre-

géométrie.
Pour I’analyse, on aura les thémes suivants :

I. Fonctions numériques
II.  Suites numériques
III.  Calcul intégral
IV. Equations différentielles

Pour I’organisation de données, on aura les thémes suivants :

I. Dénombrement
II. Probabilités
III.  Statistiques

Pour I’algébre-géométrie, on aura le théme suivant :
Nombres complexes
Chaque théme peut-étre divisé en un seul ou plusieurs chapitres suivant sa longueur.

Ce programme est prévu pour 6 heures de cours par semaine, soit 3 séances de 2 heures par

semaine.
Notre emploi du temps est'le suivant :

Lundi, Mercredi et vendredi de 8h-10h a la salle 23 a chaque fois.
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D’apres le programme, le théme sur les fonctions numériques en TS2 contient: Limite et

continuité ; dérivation et primitives ; étude de fonctions usuelles (Fonctions polyndmes,

rationnelles, irrationnelles, trigonométriques, puissances, logarithme et exponentielle). Nous

allons subdiviser ce théme en cinq chapitres :

>
>

Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les limites, la continuité et la. dérivation
Chapitre 2: Etude de fonctions usuelles (Fonctions polynomes, rationnelles,
irrationnelles). (traité en exercice)

Chapitre 3 : Primitives d’une fonction

Chapitre 4 : Fonction logarithme

Chapitre 5: Fonction exponentielle

++ Fonctions puissances

CHAPITRE 1 : RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES LIMITES, LA

CONTINUITE ET LA DERIVATION

Durée : 20h (Cours+td)

Objectifs spécifiques :

D N N N N NN

Déterminer les branches-infinies ;

Utiliser les théoremes de comparaison pour calculer les limites ;

Calculerla limite d’une fonction composée gof en un point a lorsque f admet une limite
b en aetg est continueen b ;

Calculer les limites de fonctions irrationnelles ;

Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour rechercher une valeur approchée
d’un zéro d’une fonction continue ;

Justifier la continuité de la composée de deux fonctions.

Justifier la dérivabilité d’une fonction composée ;

Calculer la dérivée d’une fonction composée ;

Restituer les notations f', f", ....., ™ ;

Calculer les dérivées successives d’une fonction ;

Déterminer I’image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone ;
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v’ Justifier I’existence d’une fonction réciproque ;
v' Justifier la dérivabilité d’une fonction réciproque ;
v' Calculer la dérivée d’une fonction réciproque ;

v’ Utiliser I’inégalité des accroissements finis.

Prérequis :

v Fonction numérique ;
v' Calcul de limites (1°°) ;
v' Continuité d’une fonction (1)

v’ Dérivation (1)

Supports didactiques :

v" Nouveau Transmath (Term S);
v’ Visa Bac ;

v" CIAM Terminale SE ;
v CIAM TSM ;

v

Ordinateur.

Plan du chapitre

II.

I.  Rappels et compléments sur les limites
1. Prolongement par continuité d’une fonction
a. Théoréme-définition
b. Exemple
2. Etudesdes branches infinies
a. Asymptotes paralléles aux axes
b. Asymptote oblique
c. Branches paraboliques
3. Limites de fonctions trigonométriques
4. Théorémes de comparaison
5. Limite d’une fonction composée
a. Théoreme
b. Corollaire
Rappels et compléments sur la continuité

1. Théoréeme des valeurs intermédiaires
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2. Continuité de la composée de deux fonctions
3. Théorémes généraux sur la continuité
Rappels et compléments sur la dérivation
1. Théoréme
2. Dérivabilité de la composée de deux fonctions
3. Théorémes généraux sur la dérivabilité
4. Applications de la dérivation
a. Théoreme admis
e Exemple
b. Dérivée et sens de variation
e Théoréme
e Remarques
c¢. Image d’un intervalle par une fonction strictement. monotone
e Théoreme
e Exemple
d. Dérivée et bijection
e Rappel
e Théoreme
e Remarque
o Théoreme-définition
¢  Propriété
e Théoreme
e Exercice d’application
5. Inégalité des accroissements finis
a.. Théoreme (Théoréme de I’inégalité des accroissements finis)
e Exemple
b. Théoréme (Inégalité des accroissements finis avec valeur absolue)
e Exemple
6. Points d’inflexion
a. Définition
b. Théoréme

c¢. Exemple

Déroulement de la lecon :
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Dans tout le chapitre, co désigne +00 ou — oo,

I. Rappels et compléments sur les limites
1. Prolongement par continuité d’une fonction

a. Théoréme-définition : Soit f une fonction, a et | des réels.

Sia & Dret si limf(x) =1 alors f admet un prolongement par continuité en a et ce
X—a

prolongement est la fonction notée g définie par g(x) = {]; ) SI_X €Dy
six=a
Vx—1

x—1

b. Exemple : f(x) =

Montrons que f admet un prolongement par continuité en 1 puis déterminons le.
Dy = [0;1[ U ]1; +oo]

1¢& Dyet lin} f(x) =% donc f admet un prolongement par continuité en 1. Ce prolongement
X—

Vx-1
x—1
1 .
= six=1
2

. . ) sixe[0;1[ U ]1; +oof
par continuité est la fonction g définie par g(x) =

2. Etudes des branches infinies
Soit fune fonction, Cs sa courbe.dans un repere orthonormé (O, 1,]), a et b sont des réels.

a. Asymptotes paralleles aux axes

e Silim f(x) = ou lim f(x) = oo alors la droite (D): x = a est une asymptote paralléle
X—a X—a

a I’axe des.ordonnées dite asymptote verticale a Cy.

e Si lim f(x) = b alors la droite (A): y = b est une asymptote paralléle a ’axe des abscisses

X—00

dite asymptote horizontale a C¢ en co.
b. Asymptote oblique
e Silim f(x) — (ax + b) = 0 avec a # 0 alors la droite (D):y = ax + b est une asymptote
X—00

oblique a C¢ en oo.
e Silim f(x) = o0, lim f(TX) =a (a# 0) et lim f(x) —ax = b alors la droite (D):y = ax +
X—00 X—00 X—00

b est une asymptote oblique a C; en co.

Exemple
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Montrons que la courbe de la fonction f définie par f(x) = Vx2 + 4 —x admet une asymptote

oblique en —oo.

¢. Branches paraboliques
e Silim f(x) = et lim f(TX) = 0 alors C; admet une branche parabolique de direction 1’axe
X—00 X—00

des abscisses en co.

Exemple : f(x) = Vx

e Silim f(x) = wet lim f(TX) = oo alors Cy admet une branche parabolique de direction ’axe

X—00 X—00
des ordonnées en co
Exemple : f(x) = x>
© 9. R (69) , =
e Si lim f(x) = o0, lim — = a avec a un réel non nul et si lim f(x) — ax = oo alors Cs
X—00 x—oo X X—00

admet une branche parabolique de direction la droite (D): y»= ax en o

Exemple : f(x) = Vx+x
On montre que C; admet une branche parabolique de direction la droite (D):y = X en +o0

Définition : On appelle branche infinie d’une courbe, toute droite qui est une asymptote a la

courbe ou qui est une branche parabolique de la courbe.
Oralement

Lorsque Cf admet une branche parabolique en oo alors quand x tend vers oo, Cs a tendance a

« s’¢loigner » de la branche parabolique.

3.. Limites de fonctions trigonométriques

a. Limites usuelles

J lin(l) Sl;x = 1 (cette limite est admise).
X—
J lir% anrY_q (Elle peut étre prouvée a 1’aide de la premicre limite).
xX—
. 1-cosx 1 n T . ..
o llr% = = (Elle peut étre prouvée a 1’aide la premiere limite).
X—

b. Exercice d’application : Soient a et b des réels non nuls

.. . . Sinax . tanax . cosx—1
Calculer les limites suivantes : lim ; lim ; lim
x—0 bx x—0 bx x—0 X
Solution
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sin ax

e Pour lim
x—0 bx

. sinax . , .,
x=0 = lim donne une forme indéterminée
limbx =0 x-0 bx

x—0

{lim sinax =0

sinax a sinax

==X .Posons X = ax.limX =0doncsix » QalorsX - 0
bx b ax x—0
sin ax a ., sinX a
lim ==X lim ==
x—0 bx b x50 X b
. sinax a
lim =-
x—0 bx b
. tanax
e Pour lim——=
x—0 bx
limtanax =0 can ax
x=0 = lim ——— donne une forme indéterminée.
limbx =0 x—0 bx
x—0
A e . tanax a
La méme démarche permet de montrer que lim = -
x>0 bx b
. cosx—1
e Pour lim
x—0 X
limcosx—1=0 cosfht
X0 = lim donne une forme indéterminée.
limx =0 x—=0" N X
x—0
cosx—1 1-cosx .. cosx-1
= —x X >— donc lim =0
X X x-0 X

c¢. Remarque
sin x; cos-x et tan x n’ont pas de limite en +oo
4. Théorémes de comparaison
a désigne un réel ou a = oo, f, g et h sont des fonctions.

a. Théoréme

e Si f(x) = g(x) pour tout x appartenant a un voisinage de a et si lim g(x) = +oo alors
X—a

lim f(x) = +o0.

X—a
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e Si f(x) < g(x) pour tout x appartenant a un voisinage de a et limg(x) = —oo alors
X—a

lim f(x) = —oo.
X—a

Exercice d’application
f(x) =x+sinx
1. Montrer que f(x) = x — 1 pour tout x € R. En déduire lim f(x)

X—+o00

2. Montrer que f(x) < x + 1 pour tout x € R. En déduire lim f(x)

X——00

b. Théoréme des gendarmes

Si h(x) < f(x) < g(x) pour tout x appartenant a un voisinage de a et limh(x).=limg(x) =1
X—a X—a

avec 1 un réel ou 1 = oo alors lim f(x) = 1. Ce résultat est aussi dit théoréme du sandwich.
X—a

Exercice d’application

sinx

f&x) =

x2

1 1
1. Montrer que —— < f x) < =
2. En déduire lim f(x)
X——00
c. Corollaire du théoreme des gendarmes
Si [f(x) — 1| < g(x) pour tout x appartenant a un voisinage de a (1 € R) et lim g(x) = 0 alors
X—a

limf(x) =1
X—a

Preuve
En effet, |f(x) =]l <gx) = —gx) <fx)-1<gx)=>1-gx) <f(x) <1+g[x)

Or liml —g(x) =liml + g(x) = 1 donc d’aprés le théoréme des gendarmes lim f(x) =1
X—=a X—a X—a

5. Limites d’une fonction composée

a. Théoréme

Soient f et g des fonctions, a, b et 1 désignent des réels ou co. Si lim f(x) = b et si ling gx) =1
X—a X—

alors lim(g o f)(x) = 1.
X—a

Exemple
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. — . 3f(x) . 3f(x)
On donne Xl_1)£rnOo f(x) = —oo. Calculons X1_1)£LnOO 300 et Xl_1)r+noo T
¥,
x—+00 3+f(x) ’
lim 3f(x) = — 37(0)
X2+ = lim donne une forme indéterminée
llgrn 34+ f(x) = —0 "xoto03+f(x)
X—>+00
3x  3f(x)
Posons g(x) = 31r 30100 9(f(x) = (goHx)

m L& = iy (goH(®); HIP f(x) = —ocoet lim g(x) = 3 donc lirll (gof(x) =3
X—>+00 X—>—00 X—+00

x—+00 3+f(x) X—+ 00

300
dou lim

La méme démarche permet de calculer lim 3@
x—+00 3+[f(x)]?

b. Corollaire

Le théoréme ci-dessus permet d’obtenir les tableaux des limites suivantes :

limf(x) |[1>0]+

x—a

lim/f(x) | VI |+

xX—a

et

limf(x) |lER]| oo

xXx—-a

lim[f Q)] | [l [4oo
x—a

Preuve (Orale)
Pour le premier tableau, posons g(x) = vx ; /f(x) = (g © f)(x) donc

e Silimf(x) =12 Oalors limg(x) = Vidoulim(go f)(x) =1
i xX—a

xXx—-a X

e Silimf(x) = +oalors lim g(x) = +oo d’ou lim(g o f)(x) = 4+
xX—a X—+00 x—-a
Pour le deuxiéme tableau, posons g(x) = |x|; |f(x)| = (g o f)(x) donc

e Silimf(x) =1€ Ralors lirr}g(x) = |l d’oulim(go )(x) = |{|
- xX—a

xXx—-a X

e Silim f(x) = o alors lim g(x) = +oo d’ou lim(go f)(x) = +oo
X—a X—00 X—a
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Exemple
. —-2x+5
Calculer lim —|
x—-—-0o | x-1
. —2x+5 N . —2x+5
lim =—2d’ou lim | =2
x——00 Xx-—1 x——oo | x-1

II. Rappels et compléments sur la continuité
1. Théoréme des valeurs intermédiaires

a. Théoréme

Si f est continue sur un intervalle [ alors f (1) est un intervalle. Autrement dit, I'image d’'un
intervalle par une fonction continue sur cet intervalle est un intervalle. Ce théoréme est

dit théoréme des valeurs intermédiaires.
b. Corollaire

Si f est continue sur [a; b] alors pour tout nombre réel'l compris entre f(a) et f(b),
I'équation f(x) = [ (d'inconnue x ) admet au moins une solution dans [a; b]. Autrement

dit il existe au moins un réel a € [a; b] tel que f( @) = L

En particulier si f est continue sur<a; b] et f(a) X f(b) < 0 alors 'équation f(x) =0

admet au moins une solution dans [a; b].
c. Encadrement d’un zéro d’une fonction continue
Exemple : f(x) = 2x3 —3x% — 1

1. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [1; 2].

C
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2. Donner un‘encadrement a2 10~1 prés d’une solution de 1’équation f(x) = 0.
3. En déduire une valeur approchée a 10! prés d’une solution f(x) = 0.

Solution

WWW.

1. f estune fonction polyndme donc f continue sur [1; 2] ; f(1) = —2 et f(2) = 3. Par suite
f(1) X f(2) < 0d’oul’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans [1; 2].

2. Trouver un encadrement 2 10~ prés consiste a trouver un encadrement entre deux nombres
décimaux d’ordre 1 (c’est-a-dire a un chiffre apres la virgule) qui sont consécutifs. Comme
on a trouvé au moins une solution dans [1; 2], on va balayer I’intervalle [1; 2] avec des

nombres décimaux a un chiffre apres la virgule.
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x |1 |11 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,811,912
f(x)|-2|-1,968 | -1,864 | -1,676 | -1,392 | -1 |-0,488 | 0,156 3

Ainsi f(1,6) X f(1,7) < 0 donc I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans

[1,6;1,7] et ona : 1,7—1,6 = 0,1 = 10~ 1. Cette méthode est connue sous le nom de la

méthode par balayage.

3.

Comme on a au moins une solution dans [1,6; 1,7] alors toute valeur x € [1,6; 1,7] estune

valeur approchée 1071 prés d’une solution de f(x) = 0. En effet, si a est une solution dans

1,6 <a<1l17

[1,6;1,7] et x € [1,6;1,7] alors {_1 7 < —x<—16

d’ou —0.L<a-x<0,1 d’ou

la — x| <1071

2. Continuité de la composée de deux fonctions

Soient u et v des fonctions numériques, a un réel et [ un intervalle.

a. Théoremes admis
Si u est continue en a et v continue en u(a) alorsv © u est continue en a.
Si u est continue sur I et v est continue sur un intervalle J tel que u(x) € J pour tout x
appartenant a [ alors v © u est continue sur 1.
b. Corollaire
Si u est continue sur I alors.la fonction f définie par f(x) = |u(x)| est continue sur L.

Siu est continue sur ['et u(x) = 0 pour tout x appartenant a I alors la fonction f définie par

f(x) = /u(x) estcontinue sur I.

3. Théorémes généraux sur la continuité

Soient u et vdes fonctions et [ un intervalle.

Siu’et v sont continues sur I alors les fonctions f, g et h définies par f(x) = u(x) +
v(x); g(x) = u(x) — v(x) et h(x) = u(x) X v(x) sont continues sur I.

Si u et v sont continues sur I et pour tout x appartenant a I, v(x) # 0 alors la fonction f

définie par f(x) = % est continue sur 1.

III.  Rappels et compléments sur la dérivation
1. Théoreme
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e Si f',(a)>0 (respectivement si f’ g(a) > 0) alors la demi-tangente a droite

(respectivement a gauche) a Cr au point d’abscisse a est une demi-droite oblique orientée vers
le haut (respectivement vers le bas).

e Si f',(a) <0 (respectivement si f ’g (a) < 0) alors la demi-tangente a droite
(respectivement a gauche) a Cy au point d’abscisse a est une demi-droite oblique orientée vers
le bas (respectivement vers le haut).

e Silim =@
x—-a X—a

= oo alors f n’est pas dérivable en a et graphiquement, C¢ admet une tangente

verticale au point d’abscisse a.

e fGO-f . I (R ® o
e Silim @ _ o (respectivement si lim - o) alors f'n’est pas dérivable a droite
x—at X—a x—a~ X—a

(respectivement a gauche) en a et graphiquement, C¢ admet une demi-tangente verticale a

. . . . , . .o fGO-f
droite (respectivement a gauche) au point d’abscisse a."De. plus si lim % =
X—a -

f(x)—f(a)
-a

+oo(respectivement si lim

= +o0) alors la“demi-tangente verticale est orientée
X—a~

lim f(x)—f(a) _

vers le haut (respectivement vers .“le” bas) et i
x—at X-a

. e f()-f . . S
—oo(respectivement si lim % = —oo) alors la demi-tangente verticale est orientée
X—a~ -

vers le bas (respectivement vers le haut).

Exemple

f(x) = Vx. Etudier la dérivabilité de f a droite en O puis interpréter graphiquement le

résultat.
Solution
f(x)—f . . - NP
T0-1O) - Jim = lim — = +oo donc f n’est pas dérivable a droite en 0 et C¢ admet
x>0t x-0 x>0t X x—0+ Vx
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une demi-tangente verticale a droite au point d’abscisse 0.

Remarque

WWW.

Si Cradmet une demi-tangente verticale a gauche et a droite au point d’abscisse a alors C¢ admet

une tangente verticale au point d’abscisse a.

2. Dérivabilité de la composée de deux fonctions

a. Théorémes admis

Soient u et v des fonctions, a un réel et I un intervalle.

e Siuestdérivable en a et v est dérivable en u(a) alors v © u est dérivable en a.
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e Si u est dérivable sur un intervalle I, v est dérivable sur un intervalle J et pour tout x
appartenant a I, u(x) appartient a J alors v © u est dérivable sur I et pour tout x appartenant a
Lona:(vou)(x)=u'(x)xv[u®X)].

b. Dérivées de fonctions trigonométriques

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1.

Fonction f f est dérivable sur Fonction f':
f(x) = cosx R f'(x) = —sinx
f(x) =sinx R f'(x) =cosx
— s Vs li
f(x) =tanx [-5+imz+kn[iken |00 =1+tantxs o
f(x) = cos(u(x)) I f'(x) =—u'(x) sin((ux))
f () = sin(u(x)) I f'(x) =u'(x) cos(u(x)
f(x) = tan(u(x)) I'si pour toutX € I, u(x) € ]—g + kn;g + kn[; keZ | fi(x)=u'(x) (1 + tan Z(u(x))) = Co;’((z()x))
Exemples

Dans chacun des cas suivants, donner un intervalle sur lequel f est dérivable puis calculer
f'(x) :f(x) = cos(Bx + 1); f(x) = sin (2x + 3); f(x) = tan (x — E).

Solution

e Pour f(x)=cos(3x+1); Posons u(x)=3x+1; u est dérivable sur
R donc f est dérivable sur R et f'(x) = —u'(x) sin(u(x)) = —3sin(3x + 1).
e f(x)=sin(2x+3); Posons u(x)=2x+3; u est dérivable  sur

R donc fiest-dérivable sur Ret f'(x) = u'(x) cos(u(x)) = 2cos(2x + 3).
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e Pour. f(x)=tan (x — %) ;  Posons u(x)=x —% ; u est dérivable sur

R. Soit x € R tel que u(x) E]—§+kn;g+kn[;kez

WWW.

u(x)E]—§+kn;§+kn[<:>—§+kn<x—%<§+kﬂ
@—%+kn<x<3f+kn

@xe]—%+kn;%ﬂ+kn[
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u est dérivable sur ]—%+kn;%n+kn[ et u(x) € ]—g+kn;§+kn[ pour tout x € ]—%+

kn;%”+ kn[ donc f est dérivable sur ]—%+ krt;%"+ kn[,k EZ et f'(x)=u"(x) (1 +

1

2015
cos?*(x 4)

tan 2(u(x))) =YW _ 14 tan? (x — E) =

cos?(u(x)) 4

3. Théorémes généraux sur la dérivabilité
e Siuetvsont dérivables sur I alors les fonctions u + v et u. v sont dérivables sur [ et on a :
(u+v)'(x) =u'(x) + V' (%) et (uv)'(x) = u' X)v(x) + v/ (x)u(x) pour tout x dans.I.
e Siuetvsontdérivables sur I et si v(x) # 0 pour tout x dans I alors la fonction

u' (V) -vIx)u(x)

v(x)2

4
% est dérivable sur [ eton a : (%) x) = pour tout x dans.I.

4. Applications de la dérivation

a. Théoréme admis

Siaestunréel et limf'(x) =1aveclunréel oul = oo alors lim L@ _
X—a X—a x—a

Ce théoréme permet de lever la forme indéterminée d’une limite de la forme lim a
xX—-a -

est un réel.
Exercice d’application

Calculer lim w
x—3t x“-9

Solution

,}L‘g‘+‘/§_\/§_"x_3:0=>h E—VE-VZ3
lim x%~9=0 x-3+t  x2-9
x—-3*1

donne une forme indéterminée

Vx—3-Vx-3 _ (L) Vx—/3-/x=3
x+3

x2-9 x—-3

VE3VE3 _ JE-VE=3-V3 _ f(x) f(z) ol f(x) = VX — VX =3

x-3 - x-3

. Ax=V3-Vx=3 .. f-f(3) _ 1 1
xllgl+ x-3 - xllg,1+ x-3 fe) = 2Vx  2v/x-3

lim f'(x) = —oo donc lim [T _ o par suite lim (L)M =
x—37t x—3t X—3 x—31t \x+3 x-3
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b. Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement
monotone

Soient a et b des nombres réels et I un intervalle. Si f est continue et strictement monotone sur I
alors le tableau suivant donne f(I) en fonction de la monotonie de f sur I.

I f(1)
f est strictement croissante sur I | f est strictement décroissante sur |
[a; b] _[f(a); f(b)] [f(b); f(a)]
[a; bl F(@); lim f()] Jlim £(); (@)
Ja; b] Jim, £ ) £(0)] [Fb); 1im_ £
Ja; b[ i, £G0; lim £ Jlim fGo); tim, £ 0]
[a; +oo] F(@; lim_ £ J Jim fGYif(@)]
lai+eol | Jhim £(); lim_ £(0)] | lim £GO:tim, £
J-eo;a] | Jim ()3 /(@) [F(@); 1im_ £ @)
]—o0;al ]xl_i)lzloo fG0; lim f(x)[ :J}Lrg_ f(x); lim f(x)
=il ] lim £G0; lim_ £ Jaim fGo; tim £

c. Dérivée et bijection
Soit I un intervalle.
e Théoréme 1

Si f est continue et strictement monotone sur I alors f réalise une bijection de I sur I’intervalle
(D).

e Corollaire

Si f est continue et strictement monotone sur I et si 0 appartient a f(I) alors 1’équation f(x) = 0
admet une ‘'unique solution dans I. En particulier si f est continue et strictement monotone sur
[a; bletsi f(a) X f(b) < 0 alors I’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans [a; b].

e Théoréme-définition

Si f est une bijection de I sur J alors on peut définir une fonction notée f~1: J—I telle que x—
f~1(x) =y avec f(x)=y. f~! est une bijection et est dite bijection réciproque de f.

e Théoréme 2

Si f est continue et strictement monotone sur [ alors f ~1 est continue et strictement monotone sur
f(I). De plus le sens de variation de f~1 sur f(I) est celui de f sur L.
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e Théoréeme 3

Soit f une bijection de I'sur J ; f~1: ] — I sa bijection réciproque ; X, € I etyy €] : yo = f(X0)

e Sifestdérivable en x, et f'(xy) # 0 alors = est dérivable en y, eton a :

(E1Y (vo) = o
f’(Xo)

e Si f n’est pas dérivable en x, et lim F)-F(xe)

') =0.

= oo alors f~1 est dérivable en y, et

e Sifestdérivable en x, et f'(x,) = 0 alors f~! n’est pas dérivable en y,.
e Sifestdérivable surlet f'(x) # 0 pour tout x € [ alors f~1 est dérivable sur J et pour tout

xe], (7Y = frg;

e Exercice d’application

2x—1
x—3

flx) =

1. Dresser le tableau de variation de f puis montrer que f réalise une bijection de |—oo; 3[
sur un intervalle J a déterminer.

2. Donner I’ensemble de définition dé-fT ! puis y préciser ses variations.
3. Montrer que f ! est dérivable en % et calculer (f ‘1)'(§).

4. Montrer que f 1 est dérivable.sur J puis calculer (f~1)'(x).

d. TInégalité des accroissements finis
e Théoreme de I’inégalité des accroissements finis

Si f est dérivable sur un intervalle I et s’il existe des réels constants m et M tels que pour tout x
€l,m < f'(x) £ Malors pourtousaetb€laveca < bona: m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b —
a)

Exemple
f(x) =v1+x

1. Montrer que f est dérivable sur [0 ; %] puis calculer f'(x)

2. Montrer que si X € [0; %] alors \/ig <f(x) < %

3. En appliquant le théoréme de 1’inégalité des accroissements finis, montrer que

Six € [O;ﬂ alors \/igx < f(x) — f(0) < %x

4. En déduire que six € [O;%]alors j—gx +1<+v1+x< %X +1
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e Théoreme de Il’inégalité des accroissements finis avec
valeur absolue

Si f est dérivable sur un intervalle I et s’il existe M> 0 tel que pour tout x € I, |f'(x)| < M alors
pour tous aetb € I, on a :|f(b) — f(a)| < M|b — a

Exemple (Exemple qui sera traité en exo)

Vx2+4—x six<0

|x2 —4| six=0

f(x) = {

1. Ecrire f(x) sans les symboles de la valeur absolue.

2. Montrer que 1’équation f(x) = x admet une unique solution a € [1 ; %]

3. Montrer que si X € [1 ,%] alors |f'(x)| < ¥ En déduire que si x € [1 ,;]

alors |f(x) — «af Sglx—al

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


c
2
D
O
-

D

[o
O
X
P
D
Q
S
@)
-
S
=
=
=

Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

5. Points d’inflexion
a. Définition

On dit la courbe C¢ d’une fonction f admet un point d’inflexion A si C¢ traverse sa tangente en A.

b. Théoréme

Si fet £ sont dérivables sur un intervalle ouvert-I contenant a et si f'’ s’annule en a en changeant
de signe alors le point A(a, f(a)) est un point.d’inflexion de Cy.

c¢. Exemple
4 3
flx) = XT + % —x%+1et Cy sa courbe dans un orthonorme (0, 1,]).

1. Calculer f'(x) et f"(x).
2. Montrer que Cy admet deux points d’inflexion.

FIN
CHAPITRE 2 : PRIMITIVES D’UNE FONCTION

Durée : 6h (Cours+td)
Objectifs spécifiques :
v" Restituer les primitives des fonctions usuelles ;

v" Déterminer les primitives des fonctions usuelles ;
v' Déterminer les primitives des fonctions du type (g' 0 f) x f' et f' X f*;n € Q \ {—1}

Prérequis :
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v" Continuité d’une fonction ;

v’ dérivée d’une fonction.
Supports didactiques :

v" Nouveau Transmath (Term S);
v' VisaBac;

v" CIAM Terminal SE ;
v' CIAM TSM ;

v Ordinateur.

Plan du chapitre

Introduction

I. Notion de primitive
1. Définition et exemples
2. Théoréme 1 (admis)
3. Théoréme 2
4. Théoréme 3
5. Corolaire
6. Théoréeme 4
» Exemple
II.  Calculs de primitives
1. Primitives des fonctions usuelles
» Exemples
2. Opérations sur les primitives

> Exemples
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Déroulement du cours
Introduction

Soit f est une fonction définie sur un intervalle I. On peut se demander si on peut trouver une

fonction F dérivable telle que F'(x) = f(x) . Si oui, une telle fonction est-elle unique?
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Pour certaines fonctions f donnée, 1’objectif de ce chapitre est de donner une condition qui
garantit I’existence d’une telle fonction F, de voir dans ce cas qu’elle n’est pas unique et de

donner des formules pour les déterminer toutes.

I. Notion de primitive
1. Définition et exemples

a. Définition

Soient f et F des fonctions définies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de f'sur I

si F est dérivable sur I et si pour tout x de I, F'(x) = f(x).

b. Exemples
e La fonction F définie par F(x) = 2x est une primitive sur R de la fonction f définie f(x)=2
car F est dérivable sur R et F'(x) = 2 = f(x).
e La fonction F définie par F(x) =x? est une primitive sur R de la fonction
f définie par f(x) = 2x car F est dérivable sur R et F'(x) = 2x = f(x).

2. Théoréme 1 (admis)
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur L.
3. Théoréme 2

Si f est continue sur un intervalle I, E‘une primitive de f sur I et ¢ un réel constant alors la
fonction G telle que G (x) = F(x) + c estune primitive de f sur I. Par conséquent toute fonction

continue sur un intervalle admet une infinité de primitives sur intervalle.
Preuve

G(x)=F(x)+c..Comme F est dérivable sur I donc G est dérivable sur I et on a G'(x) = F'(x) =
f(x) d’ou G est une primitive de f sur I. Comme il y a une infinité de réels constants ¢ donc il y
a-une infinité de fonction G telles que G(x)=F(x)+c par suite f admet une infinité¢ de primitives

sur I.
4. Théoréme 3

Si F une primitive de f sur un intervalle I et G une autre primitive de f sur I alors il existe un

réel constant ¢ tel que G(x)=F(x)+c.

Preuve
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Soit F une primitive de f sur I et G une autre primitive de f sur I. posons H(x) = G(x) — F(x).
H est dérivable sur I et pour tout x € I, H'(x) = G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x) = 0 donc la
fonction H est constante sur I par suite, il existe un réel constant c tel que H(x) = cd’ou G(x) —

F(x) = cdonc G(x) = F(x) + c.
5. Corollaire

D’aprés les théorémes 2 et 3, on peut dire que si on connait une primitive F sur I d’une fonction
f alors on connait toutes les autres primitives de f sur I : ce sont les fonctions G’ telles que

G(x) = F(x) + c ou c est un réel constant.
6. Théoreme 4

Si f est une fonction continue sur I, x, € [ ety, € R alors il existe une.seule primitive de f sur

I qui prend la valeur y, en x, c¢’est-a-dire qui vérifie f(xy) =o.
Exemple

Soit fla fonction définie par f(x)=2x. Déterminerda primitive sur de f sur R qui prend la valeur

-2en 1.
La fonction F définie par F(x) = x? estune primitive de fsur R . Soit G la primitive de f sur
R qui prend la valeur -2 en 1, ¢’est=a-dire G(1) = —2.

Comme G est une primitive de falors G(x) = x? + c ou ¢ est un réel. Ainsi G(1) =1 + c. Et
comme G(1) = —2 alors '+ ¢’ = —2 d’ou ¢ = —3. Par suite la fonction G définie G(x) = x% —
3 est la primitive de f sur ®_qui prend la valeur -2 en 1.

II.  Calculs de primitives

1. Primitives des fonctions usuelles

Le tableau suivant donne des primitives des fonctions usuelles. Il est obtenu a partir de la

connaissance des fonctions dérivées des fonctions usuelles.

Fonction f définie par : Une primitive F de f Sur Pintervalle

f(x)=0 F(x) = c ou c est un réel R
f(x) =c ou ¢ est un réel | F(x) = cx R
constant
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f(x) = 2x F(x) = x? R
f(x) =x",n€N F(x) = X R
n+1
) = - F(x) == ]—co,0[ ou |0, +oo]
f(X)=Xin, nEN\{l} F(X) :—m ]_OO;O[OU]O;+OO[
f() = 5= F(x) = Vx 10, +oo[
f(x) = cosx F(x) = sinx R
f(x) =sinx F(x) = —cosx R
f(x) = cos(ax + b) F(x) = isin(ax + b) R
f(x) = sin(ax + b) F(x) = —icos(ax + b) R
f(x) = 12 = 1 + tan’x F(x) = tanx ]—E+kn;3+kn[,kEZ
CO0s“X 2 2
) =—=1+ cotan®x F(x) = —cotan x Jkm; m+kn[,k€eZ
sin?x
a _ . T
f(X)—m F(x)—tan(ax+b) I st aX+b=/—';+kT[,kEZ
pour tout x € .

» Exemples
e Sif(x) = x° alors F définie par F(x) = %x7 est une primitive de f sur
o Sif(x)= X% alors'F définie par F(x) = — 3—)1(3 est une primitive de f sur |—oo, 0[
e Sif(x) = cos(3x+ 1) alors F définie par F(x) = é sin(3x + 1) est une primitive de f
sur R.

2. ‘Opérations sur les primitives

a. Primitive de la somme de deux fonctions

-
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Si u(x) et v(x) sont des expressions de fonctions admettant sur un intervalle I, des primitives
définies respectivement par U(x) et V(x) alors la fonction définie par U(x)+V(x) est une

primitive sur I de la fonction définie par u(x)+v(x).
Exemple

Déterminons sur R , une primitive de f définie par f(x) = x? + 2x sur R.
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3
La fonction F définie par F(x) = X? + x? est une primitive de f sur R.

b. Primitive du produit d’une fonction par un nombre réel constant

Si u(x) est I’expression d’une fonction admettant sur un intervalle I une primitive définie par
U(x) et k un réel constant alors la fonction définie par k X U(X) est une primitive sur I de la

fonction définie par k X u(x).
Exemple
Déterminons sur R, une primitive de f définie par f(x) = 2(x? + 2x)
La fonction F définie par F(x) = 2(§X3 + x2) est une primitive de f sur
c. Primitive de u’ X (v' o u)

Si u est dérivable sur un intervalle I et si v est dérivable.sur unintervalle J tel que pour tout x
appartenant a I, u(x) € J alors la fonction définie par v[u(x)] est une primitive sur I de la

fonction définie par u’(x) X v'[u(x)].
d. Conséquences

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, a partir du résultat ci-dessus, on déduit le

tableau suivant.

Fonction f définie par Une primitive de f Sur Pintervalle
') [uE)]" neQ+ uEoI™? I
n+1

w(x) - I'siu(x) # 0 pour tout x €1
[u(x)|n .t € Q-ﬂ- \ {1} (n—-1)[ux)|n-1

w(x) 2 [u(x I si u(x) > 0 pour tout x €
o Vu) |
u'(x) cos[u(x)] sin[u(x)] I
u' (%) sin[u(x)] — cosfu(x)] I
_w® tan[u(x)] [si u)#—+km ke Z
cos?u(x) 2

pour tout x € [
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Exemples
Déterminons une primitive sur R de f dans chacun des cas suivants :

i. f(x)=202x—4)?
2x—4
(x2-4x)3

ii. f(x) =

iii.  f(x) = x?sin(x?)

CHAPITRE 3 : Forme algébrique des nombres complexes

Durée : 7h (Cours)
Objectifs spécifiques :

v' Restituer la forme algébrique d’un nombre complexe et sa notation ;

v’ Restituer et utiliser les propriétés du conjugué d’un nombre complexe ;
v’ Restituer et utiliser les propriétés du module d’un nombre complexe ;
v Résoudre dans C, les équations du 2nd degré a coefficients complexes.

Prérequis :

v' Calcul dans R ;
v' Equation du 2™ degré dans R.

Supports didactiques :

v Nouyeau Transmath (Term S);
Visa Bac ;

CIAM Terminale SE ;

CIAM TSM ;

Mathématiques terminales A1B ;

DN N N NI

Ordinateur.
Plan du chapitre
Introduction

I. Ensemble des nombres complexes

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

1. Historique des nombres complexes
2. Définitions et exemples
a. Définitions
b. Exemples
3. Opérations sur les nombres complexes
v Exemples de calcul
4. Propriétés
5. Remarque
II. Représentation géométrique d’un nombre complexe
1. Images d’un nombre complexe
a. Définitions
b. Exemples
2. Propriétés
3. Exercice d’application
III.  Conjugué et module d’un nombre complexe
1. Conjugué d’un nombre complexe
a. Définition
b. Exemples
c. Propriétés 1
d. Propriétés 2
e. Interprétation géométrique
f. Exercice d’application
2. Module d’un nombre complexe
a. Définition
b. Exemples
c. Propriétés 1

d. Propriétés 2
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e. Interprétation géométrique
f. Exercice d’application
IV.  Equations du second degré dans C
1. Racines carrées d’un nombre complexe
a. Définition
b. Exemple

c. Propriété
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d. Exemple
e. Remarque
2. Résolution d’une équation du 2nd degré
a. Définition
b. Méthode de résolution
c¢. Exemple

d. Remarque

Déroulement du cours
Introduction (orale)

D¢és son apparition sur terre, I’homme a senti la nécessité de compter : sa fortune, ses enfants,
bref ses biens, c’est ainsi que des nombres sont apparus-naturellement et sont dits nombres
entiers naturels. L’ensemble de ces nombres est noté N. C’est'pourquoi, un célebre scientifique
disait que les entiers naturels ont été créés par Dieu tandis que les autres nombres sont I’ceuvre
de I’homme. Apres les nombres entiers naturels, il y a respectivement la venue des nombres

entiers relatifs (Z), des nombres rationnels (Q) nécessaires pour le partage, des nombres réels

(R) (comme V2 par exemple, nécessaire pour mesurer la diagonale d’un carré de coté 1).

Depuis toujours, on sait qu’il n’existe pas de nombre réel dont le carré est négatif. Cependant,
au 16 siécle, dans la résolution des équations de degré 3, des mathématiciens notamment les
italiens Cardan (Jérome) et Bombelli (Raphaél) ont osé introduire des expressions qui ne sont
pas des nombres réels car comportant des racines carrées de nombres réels négatifs. De telles
expressions-€taient désignées « quantités imaginaires». Ces dernicres, bien que controversées
pendant deux si€cles s’avéraient utiles car elles avaient permis de résoudre algébriquement des

équations de degré 3 qui étaient jusque-1a une énigme pour les mathématiciens.

Au 18°™siecle, D’ Alembert (Jean le Rond : Francais) montre que tous les imaginaires inventés
sont de la forme a+v—1b et Euler (Leonhard : Suisse) en 1777 adopte le symbole i pour
désigner v—1 et écrit i = —1.

Dans la réalité, les choses ne furent pas aussi simples. Au contraire, les évolutions furent lentes,
les avancées craintives et hésitantes mais a la fin du 18°™ siécle, les nombres a+ib sont d’un

usage courant.
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Dans la vie courante, ils ont aujourd’hui plusieurs applications surtout en aérodynamique, en

mécanique des fluides, en théorie quantique, en électrotechnique......

I. Ensemble des nombres complexes

1. Historique des nombres complexes

Au 16°™ sigcle, Cardan et Bombelli ont introduit des expressions comportant des racines
carrées de nombres réels négatifs pour résoudre des équations de degré 3 qui étaient jusque-la
un mystere pour les mathématiciens. Plus tard en 1777, Euler adopte le symbole i pour désignher
V=1 et écrit i> = —1, puis introduit naturellement ib, produit de i par un nombre réel b et
ensuite les nombres atib, somme du nombre réel a et du nombre ib. L’ensemble de tous les
nombres a+ib, avec a et b des nombres réels est appelé ensemble des nombres complexes et est
noté C. Il contient I’ensemble des nombre réels R. Enfin, ils ont additionné, soustrait, multiplié,
divisé ces nombres a+ib comme s’il s’agissait de nombres réels,en remplagant i*par — 1
lorsque le cas se présente. Ils ont constaté que les résultats des.caleuls sont toujours des nombres
qui s’écrivent sous la forme a+ib et que la commutativité, la distributivité de la multiplication

par a I’addition et I’associativité restent de mise avee ces nouveaux nombres. Ainsi atib=a+bi.

2. Définitions et exemples
a. Définitions et notations
e Un nombre complexe est un nombre qui peut s’écrire sous la forme a+bi ou a, b sont
des nombres réels et i> = —1.'ILest souvent noté z.
e L’écriture z = a + bi‘aveca et b des nombres réels est dite la forme algébrique du nombre
complexe z.
» Leréela est dit partie réelle de z et est notée Re(z).
»-.Le réel b est dit partie imaginaire de z et est notée Im(z).
b. Exemples
e ~7'=1 + 2i est un nombre complexe tel que : Re(z)= 1 et Im(z)= 2
e 7= —3 est un nombre complexe car z = —3 + 0.1 tel que : Re(z)= —3 et Im(z)= 0. Plus
généralement tout nombre réel est un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle.
On écrit R c C.
e 7z = 5i est un nombre complexe car z = 0+ 5i tel que : Re(z)= 0 et Im(z)= 5. Plus
généralement tout nombre complexe dont la partie réelle est nulle est de la forme bi= avec
b un réel et est appelé imaginaire pur. L’ensemble des imaginaires purs est noté Ri.

3. Opérations sur les nombres complexes
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Exemple de calcul
z=4+3ietz' =3+ 2i

e z+72' =(4+3i)+B+2i)=7+5i
e z—72' =(4+3)—-B+2)=1+i
e 72/ =(04+3i))(3+2i))=6+17i
o z22=(4+3i)>=7+24i

z _ 4+3i

3 .
o —=——=—-+2i
21 21 2

4. Propriétés : Soientz,z' € C
e z=0c Re(z) =0etIm(z) =0.
e 7z=17 & Re(z) = Re(z') etIm(z) = Im(z").
e zER< Im(z) =0.
e z€Rio Re(z) =0.

5. Remarque

Un nombre complexe qui n’est pas un nombre réel.n’a pas de signe et on ne peut pas dire qu’il

est plus grand ou plus petit qu’un autre nombre.complexe donné.

II.  Représentation géométrique d’un nombre complexe
1. Images d’un nombre complexe

a. Définitions
Soit z = a + bi € C et (0;U; V), un repére orthonormé direct du plan.
Dans ce repere :

. M(ﬁ) est appelé point image de z = a + bi et est noté M(z). Réciproquement, on dit que
z = a +bi est ’affixe du point M(f;) et est noté zy;.

e Le vecteur W(f;) (c'est adire W=atl+b V) est appelé vecteur image du nombre
complexe z = a + bi et est noté W(Z). Réciproquement, on dit que z = a + bi est ’affixe

du vecteur W(ﬁ) et est noté zgy.

Schéma

Le plan muni du repére orthonormé direct (O;U;V) dans le quel on peut représenter chaque

nombre complexe par son point image est appelé plan complexe.
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Dans tout le reste du chapitre, on considere le plan complexe et I’écriture z = a +

bi désigne la forme algébrique de z.

b. Exemples : Dans (O;U;V) :
e Lepoint image et le vecteur image du nombre complexe 1 + 2i sont respectivement le point

M(;) et le vecteur W(;)

e [L’affixe du point M(_;) est le nombre complexe noté zy = —1 + 3i

e , 1.
e L’affixe du vecteur W (_01> est le nombre complexe noté zy = —-i.

2
2. Propriétés :
e 7z € RS M(z) appartient a ’axe (0, U). Ainsi I’axe (0, U) est dit axe réel.

e z € Ri © M(z) appartient a ’axe (0, V). . Ainsi I’axe (0, V) est dit axe des imaginaires purs.

e SiG=bary{(A @) ;(B,B);(Cy)}alors zg = aza*Bzptyze

oa+B+y
® Zzg = Zg — Za. En particulier zgy; = zy.

® 75,V = Zg + Zy et Z,G5 = QZg.

e z=—2z"© M(z)et M’(2’) sont symétriques par rapport a O.

3. Exercice d’application :

AB,CDetG sont tels que :zy=1+4+2i; Zg=1—-2i;zc=3+1i;zp =41 et G=
bary{(A, 1); (B,—1); (C,2)}

1. Calculer zg
2. Calculer.z;3 et zpg. En déduire la nature du quadrilatére ABOD.
III.  Conjugué et module d’un nombre complexe
1. Conjugué d’un nombre complexe

a. Définition

Le conjugué du nombre complexe z = a + bi est le nombre complexe noté Z défini par Z =

a — bi.

b. Exemples
e Siz=3+2i alors Z=3— 2i.
e Siz=-—4-—3i alors Z=—4 + 3i.
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e Siz=2 alors Z = 2.

o Siz=2ialorsz = —2i
Soient z,z" € C. On a les propriétés suivantes :

c. Propriétés 1 :
e 7 = z. En d’autre termes, z est le conjugué de Z.
o z+7Z=2R.(z)etz—7z=2Im(z)i.
e Siz =a+ ibalors zZ = a2 + b?. Donc pour tout z € C, zZ est un réel positif
o 7zER=Z=1z2
o zERIi®>Z=-z

d. Propriétés 2

Exercice d’application
Soit z € C tel que z # 2i. On pose Z = ZZ_L; Déterminer I’ensemble des points M(z) tels que :

1. Z soit un réel.
2. Z soit un imaginaire pur.

e. Interprétation géométrique

Le conjuguérde z= 3+ 2i est Z= 3 — 2i. Dans le plan complexe, représentons M(z) et

M'(Z) on a.alors :
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On constate que M(z) et M'(Z) sont symétriques par rapporta I’axe réel.
Plus généralement :

e M(z) et M'(z") sont symétriques par rapport a I’axe réel si et seulement si z = z’ (ou bien
z=17").

e M(z) et M'(z") sont symétriques par rapport a I’axe des imaginaires purs si et seulement si
—z =7 (oubien z = —z".

Exercice d’application

1. z= 43;:? Donner la forme algébrique de Z.

1+42i 1-2i N : :
2. z= _;;i etz = ;4:. Exprimer Z en fonction de z'. Que peut-on dire de M(z) et de M’(z’) ?

2.7 Module d’un nombre complexe

a. Définition :

Le module d’un nombre complexe z est le réel positif noté |z| défini par : |z| = VzZ. Autrement

dit, si z = a + bi alors |z| = Va? + bZ2.

b. Exemples

e Siz=-3+4ialors |z| =./(—3)? +4% =5.
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e Siz=—-3alors |z| = m = |—3| = 3. Donc le module d’un nombre réel correspond
a sa valeur absolue de ce nombre réel.
¢, Propriétés 1:z, 7" € C, on a les propriétés suivantes :
o |z| =|-z| =z = |-ZI
o |z|=0=2z=0

o |Z|=1(:)Z=§(=)2=

N | =

Exercice d’application

Soit z,z', 2" des nombres complexes de module 1 tels que z + z' + 2" = 1.

1

Calculer 1 + 1 + —.
zZ Z! zn

d. Propriétés 2

. |z + z'| < |z| + |Z'|. Cette propriété est appelée inégalité triangulaire.
. |zz'| = |z| X |Z/|
. |z"| = |z|™ avecn € Z etz # 0.
Z _ﬂ /
. 2| = dvee (z' #0)

Exercice d’application

Calculer les modules des nombres complexes suivants :(1+ i)' ; (4 + 2v5i)(1 —i)° et

(—V3+i)*
(1+i)¢

e. Interprétation géométrique du module :

Si M est le point image de z dans le plan complexe alors |z| = OM.

Si i est le veeteur image de z dans le plan complexe alors |z| = ||u]].

|zg —zal.= AB.

Zg—ZA|

AB
CD

Zp—Zc

Preuve

Soit z = a + bi donc |z| = Va? + b2.

e 0(g) etM(2) = M(}) donc OM = \/(xw — x0)? + (yu — ¥0)> = Va2 + b d’ou |z| =
OM.
o U(2) = ﬁ(g) donc ||| = Va2 + bz d’ou |z| = ||u]|.
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—_—
o |25 —zal = |755| = ||AB|| = AB
o |%B7%a| _ lzB—Z4al _ 4B

Zp—Zc lzp—-z¢c| €D

Exercice d’application

zZ—

Soitz € Ctel que z # 3 — 2i. On pose Z = 3i2i ; soit M(z); A(3i)et B(3 — 2i).

z—3+

1. Interpréter géométriquement le module de Z.
2. En déduire I’ensemble des points M (z) tels que |Z| = 1.
IV.  Equations du second degré dans C

1. Racines carrées d’un nombre complexe

a. Définition : 5,z € C

On dit que § est une racine carrée de z dans C si 6 = z.
b. Exemple

2 + 3i est une racine carrée de —5 + 12i car (2 + 3i)?'=,—5 + 12i.
¢. Remarque

Tout nombre complexe non nul admet‘dans C deux racines carrées et ces deux racines carrées

sont opposées.
d. Propriété

Siz = a + bi alors lesiracines carrées de z dans C sont les nombres complexes & = x + yi tels
x? —y%=a
que ny ='b
X2 + y2 2 VT T 7

Preuve
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Soitz = a +ib.

i\2 = b
8 = x + iy est une racine carrée de z © §%2 = z © {(x +|?2)| |a|+ L
= |Z
{xz_y2+2xyi=a+bi
16]% = |z]
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x2 —y?+2xyi =a+ bi
x? +y? = va? + b2

x?—y?=a
o 2xy=b
x? +y? =+a? + b2

e. Exemple
Déterminons les racines carrées de -5+121

f. Remarque
e Si z est réel strictement positif alors les racines carrées de z dans C.sont les nombres
complexes §; = Vz et §, = —/z ol Vz est la racine carrée de z«dans R:
e Si z est un réel strictement négatif alors les racines carrées d¢ z-dans C sont les nombres
complexes 8, = V—zietd, = —/—zi.
2. Résolution d’une équation du second degré dans C
a. Définitions
e Une équation du second degré dans C de la/variable z est une équation qui peut s’écrire sous
la forme az? + bz + ¢ = 0 ou a, b et ¢c'sont dans C avec a # 0.
e Lenombre complexe A= b? — 4ac est appelé discriminant de I’équation az? + bz + ¢ = 0.

b. Méthode

Soit I’équation (E): az? +bz+ ¢ = 0.

. . . . . , b
e Si A= 0 alors (E)«adeux solutions identiques dite solution double notée z, = — o
. . . -b-8 -b+8 ,
e Si A+ 0 alors (E) a deux solutions distinctes : z; = . ctzz =——ou 0 est I'une des

deux racines carrées de A.

¢. Exemple
Résolvons dans C, I’équation z2 + 2iz—1—i=0
d. Remarque

Toute équation du second degré admet dans C deux solutions qui peuvent distinctes ou

identiques.
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Chapitre : ANGLES ORIENTES ET LA TRIGONOMETRIE
Durée : 7h
Objectifs spécifiques :

Restituer la définition du radian ;

Calculer la longueur d’un arc de cercle ;

Convertir les degrés en radians et inversement ;

Reconnaitre sur un dessin codé un angle orienté de demi-droites ou de vecteurs ;
Déterminer la mesure principale d’un angle orienté¢ ;

Construire un angle orienté connaissant sa mesure principale ;

Restituer la relation de Chasles pour les angles orientés ;

Restituer les relations liant les différentes mesures ;

AN N NN Y U N NN

Restituer le vocabulaire : mesures d’un angle orienté et mesure principale d’un angle

orient€ ;

<

Déterminer la mesure principale d’un angle orienté connaissant une de ses mesures.

<

Restituer la définition du cercle trigonométrique ;

v Restituer et utiliser la relation .fondamentale et les relations entre les lignes
trigonométriques des angles opposés, des angles complémentaires et des angles
supplémentaires ;

v Déterminer le cosinus, le sinus et la tangente d’un angle orienté en utilisant les angles
remarquables, les angles associés et la calculatrice ;

v" Utiliser les configurations du cercle trigonométrique ;

v Etudier le signe-du cosinus et du sinus d’un angle orienté connaissant sa mesure
principale’;

v" Restituerles formules et utiliser les formules d’addition, de duplication et de linéarisation

v Résoudre des équations du type cos x= cos a ; sin X=sin a et tan X =tan a et des équations

se ramenant a ces formes.
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Prérequis :
v Angles géométriques
Supports didactiques : ;

v CILAM 1¢SM; 1 SE et 2" S ;
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Collection Spirale 2" et 1% SE ;

Collection perspectives 2% ;

Document de Faye-Ka-Mbengue ;

Livre XY MATHS de Papa Ousmane Thiao ;

Collection Fractale 2",

AN N NN

Plan de la lecon

I. Angle orienté
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c¢. Lignes trigonométriques particuliéres
d. Définition
e. Signe du cosinus et du sinus dans les quatre quadrants
f. Relations trigonométriques

4. Equations trigonométriques
v Du type cos x=a
v Du type sinx=a
v" Du type tan x= a

5. Conséquences
Déroulement du cours
Introduction orale

Imaginons, une personne étrangere qui veut prier et qui par manque de repére se dirige vers le
sud. Si tu veux qu’il se retourne pour faire face a I’Est .alors quelle consigne vous allez lui

donner ?

Naturellement, tu dois lui demander de tourner d’un angle de 90°. Mais si tu te limites a ¢a,
I’étranger peut tourner de 90° vers la droite et.dans ce cas, il fera face a I’Ouest au lieu de 1’Est,
donc il est nécessaire de lui indiquer qu’il doit tourner de 90° vers la gauche pour faire face a
I’Est. Ainsi pour cet étranger, il ne s*agit pas seulement de tourner d’un angle de 90° mais il y
a aussi un sens dans lequel il-doit tourner. Ce probléme met en évidence ’insuffisance des
angles définis sans orientation de sens et permet de voir des angles avec un sens d’orientation
bien défini. La notion d’angles orientés s’impose et permettra de compléter les carences des

angles non orientés:
Chapitre ::ANGLES ORIENTES ET LA TRIGONOMETRIE

I Angle orienté
1. Rappels sur les angles géométriques (ou angles non orientés)
e Deux demi-droites [Ox) et [Oy) de méme origine O définissent un angle un angle noté xOy
(ou encore yOx) dit angle géométrique (dit aussi angle non orienté). O est le sommet de

I’angle; [Ox) et [Oy) sont les cotés de 1’angle.
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e Si [0x) et [Oy) sont confondues alors 1’anglex0y est dit angle nul.

e Siles demi=droites[Ox) et [Oy) sont opposées alors I’angle X0y est dit angle plat.
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e Si les demi-droites [Ox) et [Oy) sont perpendiculaires alors 1’angle xoy est dit angle droit.
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2. Le radian

a. Définition et notation

Le radian est une unité¢ de mesures d’angles noté rad choisie de telle sorte qu'un angle plat

mesure 7 rad.
b. Relation entre le degré et le radian
Si x est la mesure en degrés et y la mesure entadians d’un méme angle géométrique alors on

180

x
a.-— .
y T

c. Tableau de conyersion en radians des mesures en degrés des angles

remarquables

Les angles de mesures x degrés du tableau suivant sont dits angles remarquables. La relation

180 . . , . .
—— apermis de convertir ces mesures x degrés en y radians. On a le tableau suivant :

x| 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180°

y | Orad %rad grad T rad grad m rad

3. Angle orienté de deux vecteurs non nuls

a. Définition, notation et représentation

Soient U et V sont deux vecteurs non nuls, [0x) et [Oy), les demi-droites de méme direction et

de méme sens que U et V respectivement.
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Le couple de vecteurs (U,V) est dit angle orienté des vecteurs T et V et est noté (4, v).

Le couple de demi-droites ([0x),[0y)) de. méme origine O est un représentant de I’angle
orienté @

O est le sommet, [0x) est le coté origine et [Oy) est le coté extrémité de ce représentant de
@ v).

Pour représenter 1’angle orienté (?i,\\_/’) sur la figure, on dessine une fleche en forme d’arc

dont I’origine indique coté origine [0x) et I’extrémité, le coté extrémité [Oy).
NB : Dans teut{e reste du chapitre, (U, V) est un angle orienté de représentant ([0x),[0y)).

b. Remarque

Siles vecteurs U et V sont colinéaires et de méme sens alors (U, V) est dit angle orienté nul.

o v

Si les vecteurs U et V sont colinéaires et de sens contraire alors (U, V) est dit angle orienté

plat.

- >

-
& O v

Si les vecteurs U et V sont orthogonaux alors (U, V) est dit angle orienté droit.
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¢. Mesure principale

i Orientation d’un angle orienté

Soit (U,V) un angle orienté ni nul ni plat. Dans le secteur saillant défini par le couple

([0x),[0y)) :

e Sile sens de déplacement de [Ox) vers [Oy) s’effectue dans le sens contraire des aiguilles

d’une montre (dit sens positif ou direct ou trigonométrique) alors (U, ¥)-est un angle orienté

dans le sens direct.

<

(U, V) est un angle orienté dans le sens direct.

e Si le sens de déplacement de [Ox) vers [Oy) s’effectue dans le sens des aiguilles d’une

montre (dit sens négatif ou indirect ou rétrograde) alors (U, V) est un angle orienté dans le

sens indirect.
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(U, V) est un angle orienté dans le sens indirect.
ii. Définition de la mesure principale

La mesure principale en radians de ’angle orienté (U, V) estle réel que I’on peut noter 0 défini

par :

e Si (U,V) est ’angle orienté nul alors 6 = 0.
e Si (U,V) est I’angle orienté plat alors 6 = Tr.
e Si (U,V) n’est ni nul, ni plat et (4, V) est orienté dans le sens direct alors = xOy = ou xOy

est la mesure en radians de ’angle géométrique.

<3

(U, V) est un angle orienté dans le sens direct donc la mesure principale en radians est 8 = xOy

rad
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e Si (4,V) n’est ni nul, ni plat et (U, V) est orienté dans le sens indirect alors 8 = —xOy ou

xOy est la mesure en radians de I’angle non orienté.

(U, V) est un angle orienté dans le sens direct donc la mesure principale en radians est & = —x0y

rad
ili. Remarque
La mesure principale en radians d’un angle orienté (U, V) appartient a I’intervalle ]—1t; 1].

iv.  Exercice d’application

a. Quelle est la nature du triangle ABC ? Donner son orientation.

b. Représenter sur la figure 1’angle orienté (@, C_A)) puis donner sa mesure principale en

radians.
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¢. Nommer I’angle orienté qui est représenté sur la figure puis donner sa mesure principale en

radians.
4. Mesures d’un angle orienté
a. Définitions

e Soit (Ti:?) un angle orienté et 0 est sa mesure principale en radians. On appelle mesure en
radians de (U, V) tout nombre réel souvent noté (4,v) ou mes(y, v) et défini par (4,V) =
0 + 2km ou k est un entier relatif quelconque.

e Soient x et x’ des réels. On dit que x est congru a x” modulo 27 s’il existe k€ Z tel que x —
x" = 2km (ou encore x = x' + 2km). Dans ce cas, on note x = x'[2m]. On lit.: « X congru

a x” modulo 2m).

Exemple et contre-exemple :

J % est congru a 9?71 modulo 2rr. En effet : % - 9?” = —4n = 2(—2)m, k = —2. On note

9?” [27].

SIE

e 1 n’est pas congru a %modulo 2m. En effet, supposons que 7 est congru a % modulo 2. 11
existek € Z tel que m — % = 2km.Orm —% = B%donc 2km = 3§d’01‘1k = % € Z. Absurde
donc 7 n’est pas congru a % modulo 27.

Propriété
x = x'[2n] & x' = x|2n]
Preuve
x = x'[2n] & il existe k€ Z tel que x — x' = 2km
S« ~x'=2(—k)m. Posons k' = —k ; onadonc k' € Z.
&l existe k' € Z tel que x' — x = 2k'm.

x =x'[2n] © x' = x[2n]
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b. Remarques
e Tout angle orienté @ a une infinité¢ de mesures en radians.
e Siaestune mesure en radians de @ alors pour toute autre mesure en radians 3 de (ﬁ),
ona:f = al2m].
e Réciproquement si f = a[27] alors a et B sont les mesures en radians d’un méme angle

orienté.
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e La mesure principale en radians d’un angle orienté est 1’'unique mesure appartenant a
]—mt; ).
¢. Mesure principale d’un angle orienté connaissant une de ses mesures

Exemples

, . .. . . , 151
Déterminons la mesure principale en radians d’un angle orienté dont I’une des mesures est — e

rad.
Soit 6 la mesure principale en radians de cet angle orienté donc 6 = — 1% + 2km; k€ ZetO €
|—m; ).
6 = —2C 4 2kn
v" Méthode 1 : On cherche k € Z tel que 4
0 € ]—T[;T[]
157
0 =———+2kn
4 (:—n<—1?T”+2an7r
0 € ]—1‘[;11]
<:>—7r+1?Tn<2an7t+1?T”
oLl <2k <28
4 4
el
8
< 1,375 <k < 2,375 .
© k= 2 car 2 est le seul entier relatif compris entre 1,375 et 2,375
Par suite § = — —= + 2 =";0="rad
4 4 4

v, Méthode 2 : On décompose - 157 en fonction du multiple entier de 87 qui lui est le

plus proche : Le multiple entier de 8 le plus proche de — 157 est - 167. On a donc :

O IO A+ E =T 4 done =2E =Z 4 2(=2)m d’ott —=F = Z[27] donc Z et
4 4 4 4 4 4 4 4 4

—-157 . ~ . , T
—, sont les mesures en radians d’'un méme angle orienté et comme 2 € ]—11;11] donc la

. . 3
mesure principale est "

Exercice d’application
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, . .. . . , 231
Déterminer la mesure principale en radians d’un angle orient¢ dont I'une des mesures est .

rad.

1. Egalités de deux angles orientés

a. Définition

Deux angles orientés (i, ¥) et (u', V") sont égaux si une mesure en radians quelconque de I’'un
est congrue modulo 27 & une mesure en radians quelconque de ’autre. Autrement dit (%, V) =

@', 5" [2n].

b. Remarque
e Deux angles orientés (ﬁ,\ﬁ) et (1—7’,_5’ ) sont égaux si et seulement si.ils ont la méme mesure
principale.
e (U,v) =, v)[2n] = (U,v) = (U, v")[r] (Laréciproque est fausse).
o (W) =@, )] e @v) =@, v)[2r] oubien(d,¥) = (@', 3") + m)[2n]
6. Propriétés sur les mesures des angles orientés
o (u,u) =0[2m]
o (i,—u) = (-, u) = n[2n]
e (U,v)+ (v,w) = (i, w)[2m] (Relation de Chasles).
e (U,v)=-,u)|2n]
e (—u,v)=,—-v)=W,v)+nr[2n]
o (—u,—v) = (u,v)|2mx]
e Sikk' > 0alors.(kii, k') = (U, v)[2nr]
e Sikk' <O0alors(kt, k'v) = (U,v) + n[2m]

—

e 1 et U sont colinéaires de méme sens & (U, v) = 0[27]

— -

e 1 et v sont colinéaires de sens contraires & (U, V) = m[27]

e 7 et v sont colinéaires & (U, V) = 0[n]
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e 1 et U sont orthogonaux & (U, V) = g[Zn] ou (U,v) = —%[211] (e (U,v) = g[n] &

T

@,5) = —Z[x)).
Exemple

Soit (U, V) = 37” [27]. Déterminer (i, —7) ; (2U, V) ; (—u, 3v) et (—2u, —37v)

Exercice
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Soit ABC un triangle rectangle et isocele en A direct. Déterminer (ﬂ, B_C)) ; (E, C_A) et

(CA,B4).
II. Trigonométrie
On choisit une unité de longueur une fois pour toute.
1. Orientation du plan

Soit (C) un cercle donné du plan. On admet qu’il n’y a que deux sens de parcours possibles sur

(C) : le sens contraire des aiguilles d’une montre (+) et le sens des aiguilles d’une montre (-).

+

SO

e Orienter le cercle, c’est choisir 'un _de ces deux sens de parcours. Le sens choisi est
généralement le sens contraire des aiguilles d’une montre. Ce sens choisi est dit sens direct
ou trigonométrique ou positif, L autre sens est dit indirect ou négatif ou rétrograde.

e Orienter le plan, c’est choisir une bonne fois pour toutes un point fixe O appelé origine
mais aussi choisirle.sens contraire des aiguilles d’'une montre comme sens positif sur tous
les cercles du plan.

2.~ Repérage d'un point sur le cercle trigonométrique

a. Cercle trigonométrique

Dans le plan orienté, on considére un repére orthonormé direct (0, I, ]) (¢’est-a-dire Ol = 0] =
let (Uf, Uj) = g [27]). On appelle cercle trigonométrique, le cercle (C) de centre O et de

rayon 1 sur lequel, on a choisi I appelé origine des arcs.

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

b. Image d’un réel sur le cercle trigonométrique

Soit (C), le cercle trigonométrique, on considere la droite (A) tangente a (C) en I munie du
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repere (I, W). Ainsi (A) représente I’ensemble des nombres réels R,

On enroule la droite (A) autour de (C) de la fagon suivante :
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e la demi-droite [Ix) des points de (A) d’abscisses positives est enroulée dans le sens direct ;
e la demi-droite [Ix") des points de (A) d’abscisses négatives est enroulée dans le sens

indirect.

Ainsi, chaque point m de (A) d’abscisse x vient se superposer sur un seul point M de (C). On

dit que M est I’image du réel x sur le cercle trigonométrique et x est dit abscisse curviligne du

point M de (C). Par exemple, I’image de 0 sur (C) est I, celle de g estJ, ’image de m est le point

I' diamétralement opposé a I, celle de —g est /', diamétralement opposé a J.

Par ce procédé d’enroulement de la droite des réels (A) autour de (C), chaque réel x a une et
une seule image M sur (C). On remarque que x,x + 2m; x + 47w ... x — 2m; x — 4m ou plus

généralement x + 2km; kK€ Z ont la méme image M sur le cercle (C):

Chacun des nombres réels, ....x — 4m; x — 2m; x; x + 2m; x ¥ 4m; . x + 2km; KE Z est une

abscisse curviligne de M. Ainsi tout point M de (C) a une infinité d’abscisses curvilignes.
Ainsi, si x = x'[2m] alors x et x’ ont la méme image sur le cercle trigonométrique.
Réciproquement, si deux réels x et x" ont laméme image sur (C) alors x = x'[27].

¢. Remarque
Si M est I’'image d’un réel x sur (C) alors x est une mesure en radians de 1’angle orienté
(01 0M).

3. Cosinus, sinus et tangente d’un réel

a.. Définitions
Soit x un'réel quelconque, M son image sur le cercle trigonométrique (C).

e ~Le cosinus de x noté cos x est I’abscisse du point M dans le repére (0, 1,]).

e Le sinus de x noté sin x est I’ordonnée du point M dans le repere (0, 1,]).
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e Pour tout x # g + k2w et x # —g + k2m ; k €7, la tangente de x notée tan x est le réel

sinx

défini par tanx =
CosXx

e Si x # km pour tout k € Z alors la cotangente de x notée cotan x est cotan x = :):;C =

1
tanx’

e Les valeurs de cos x, de sin x'et de tan x sont dites lignes trigonométriques du réel x.
b. Propriétés : Pour tout réel x tel que tan x existeon a :
e —1<cosx<let+1<sinx<1

e cos(x +.2km).= cos x ; sin(x + 2km) = sinx et tan(x + 2km) = tanx pour toutk € Z

e cos’xFsin’x = 1let 1+ tan’x = —;
Cos“x

c. Lignes trigonométriques particuliéres

Le tableau suivant donne des lignes trigonométriques particuliéres. Il est & connaitre par coeur.

Y lol @ | & | & T T
6 | 4| 3 2
cosx|1|y3|v2|1 0 -1

2|22
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sinx | 0

V2
2
1

&l S

1
2
tanx | 0| /3
3

Non définie | 0

d. Signe du cosinus et du sinus dans les quatre quadrants
Le cercle trigonométrique se subdivise en quatre parties égales dites quadrant : I’are.[J;.1’arc
JI', varc I']" et larc J'1.
» Six € O,g] alors 1’image M de x appartient & I’arc I] et donc cos x = 0. etsinx > 0
» Six € %, n] alors I’image M de x appartient a 1’arc]7' et doncicosx < 0 etsinx = 0

» Six € _—g; O] alors I’image M de x appartient a I’arc ff’ et cosx = 0 etsinx <0

» Six €|-m;— g] alors I’image M de x appartient a I’arc ]77’ etcosx <0 etsinx <0

e. Relations trigonométriques

Pour tout réel x tel que tan x existe on a :

e cos(—x) =cosx;sin(—x) = —sinx et tan(—x) = —tan x
e cos(m—x)=—cosx;sin(mr—x)=sinxettan(m — x) = —tan x
e cos(m+x)=—cosx;sin(m+ x) =—sinxettan(m + x) = tan x

b4 . . b4 T 1
® Cos (——x)=smx;sm(——x)=cosxettan(——x)=

2 2 2 tanx

\ . 1

® cos (E+x)=—smx;sm(£+x)=cosxettan(z+x)=—

2 2 2 tanx

o cos2x =cos’x —sin’x = 2cos?x —1=1—2sin?x et sin2x = 2sinxcosx. Ces

formules sont dites formules de duplication.

1-cos2x

1+cos2x . .
et sin’x = — Ces deux formules sont dites formules de

o cos’x =

-
@
o)
O
-

D

[0
O
<
P
o)
Q
S
O
-
O
S
S
=

linéarisation.

Exercice d’application
2T . 2T , . 51 . 51
Calculer cos(?) et sm(?). En déduire cos(?) et Sm(?).

Exercice a faire
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Caleuler cos() et sin(%). En déduire cos(—1) et sin(~25).

f. Formules d’addition: a,b € R
e cos(a—b)=cosacosh+sinasinb
e cos(a+b)=cosacosb—sinasinb
e sin(a—b) =sinacosb —cosasinb
e sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
Exercice d’application
m

1. Vérifier que = =2 _Z Endéduire cos(l) et sin(l)
12 3 4 12 12

, . 51 T T ;1. 5T . 51
2. Vérifier que — = — — —. En déduire cos(—) et sin(—)
12 2 12 12 12

g. Formules transformant une somme en produit

Les formules suivantes sont dites formules de factorisation et permettent de transformer une
somme d’expressions trigonométriques en un produit. Elles's’obtiennent a partir des formules

d’addition et il n’est pas nécessaire de les retenir par.ceeur.

Soient a et b des réels, on a :

o cosa+cosh = 2cos (22) cos(%2)
. cosa—cosb——ZSln( )s (—)
. sma+smb_25m( )c (—)
. sma—smb_2cos( )s (—)

h.. Formules transformant un produit en une somme

Les formules suivantes permettent de transformer un produit d’expressions trigonométriques
en une somme. Elles s’obtiennent a partir des formules d’addition et il n’est pas nécessaire de

les retenir par cceur.

e cosacosh = %[cos(a + b) + cos(a — b)]
e sinasinb = =[cos(a — b) — cos(a + b)]

e sinacosbh =-[sin(a + b) + sin(a — b)]

I»—\ NIH Nl’-‘

e cosasinb = [sm(a + b) — sin(a — b)]

4. Equations trigonométriques
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Soit a un réel fixé.

a. Dutypecosx =cosa

x=a+ 2kn
COSX = Ccos a & ou bien k k' EZ
x=—a+2k'n

Exemple

7 Vs
a. Résoudre dans R, cosx = cosz

r . . s
b. En déduire les solutions dans |—m, ] de cos x = cos 3

Solution
T
X =—+4 2km
1. cosx =cosZ & 3 kK eZ d’OﬁSZ{E+2k1'[;—1-t-+2k"l'[;k,k'EZ}
3 X = —; + 2Kk'm 3 3

2. —n<§+2kn5n<:>k=0 @%ES;—E<—§+2k’1TS1T<:> k'=0 @—ges

b. Du type sinx = sin a

x =a+ 2km
sinx =sina © ou bien kK e
x=m—a+2k'm

Exercice
Résoudre dans R puis dans [0; 27t] sin x = sin %ﬂ
¢.. Dutypetanx = tana
Supposons'que a ¢§+ krn,k € Z.tanx =tana o x =a+ k'n, k' € Z
Exercice
Résoudre dans R puis dans [0; 27] tanx = tan%

d. Dutypecosx =aetsinx= a

e Sia & [—1;1] alors les équations cos x = a et sin x = a n’ont pas de solutions donc § =

Q.
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e Sia€[—1;1] alors il existe « € R:a = cosa = sina. Par suite cos x = a © cosx =

x=a+ 2kn
cosa ou bien : kk'eZ et sinx = a © sinx =sina ©
x=—a+2k'n
x =a+ 2kn
ou bien kk'€EZ
x=m—a+2k'n
b. Exemples
Résolvons dans R, cos x = %et sinx = -3

Solution

X = =+ 2km ou - ”
3 sk, k' €eZ dou 5={§+2kn;—§+

1 T
® (0SX=-SC(C0SX=C0S=& - L
z 3 x=—c+2k'n

2k'm kK € 7}
e —3¢[—-1,1] donc sin x = —3 n’a pas de solutiond’ou.S = @.
f. Dutypetanx =a

tanx=aso x=a+ km, a=tana; k € Z
Exemple
Résoudre dans Rtanx = 1
Solution
tanx = 1 © tanx.= tan%@x=%+kn,ke Z
5. Conséquences

Soit-6'un réel donné, on a :

-
@
o)
O
-

D

D
O
<
P
o)
Q
S
O
-
O
S
S
=

cosx = c059 _
{smx = sme = 6[2n]
{ cosx =cosf _, x = —0[2n]
sinx = —sin@
{cosx = —cosf

sinx = sin @ © x = (n-0)[2n]

cosx— —cosH(:) X = (1 + 0)[21]

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

Exemple
Résolvons les systémes suivants :

V3

COosSXx = COSX = ——
2

et

S

. . 1
sSinx = smx=5

CHAPITRE 4 : Forme trigonométrique et exponentielle
d’un nombre complexe.

Durée : 4h (Cours)
Objectifs spécifiques :

v’ Restituer et utiliser les propriétés d’un argument d’un nombre complexe ;

v Restituer la forme trigonométrique et exponentielle d’un-nombre complexe et leurs
notations ;

Restituer et utiliser les formules d’Euler et la formule de Moivre ;

Linéariser des expressions trigonométriques ;

Déterminer les racines n™* de I’unité.

ASRNENEN

Utiliser les nombres complexes pour résoudre des problémes de géométrie.
Prérequis :

v Mesures d’un angle orienté;

v Forme algébrique d’un nembre complexe ;
Supports didactiques :

v" Nouveau Transmath (Term S);
Visa Bacy;

CIAM Terminale SE ;

CIAM TSM ;

Mathématiques terminales A1B ;
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AN UL N N

Ordinateur.
Plan du chapitre

I. Forme trigonométrique d’un nombre complexe
1. Arguments d’un nombre complexe

a. Définition
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b. Remarques
Exemples
d. Propriété

e. Interprétation géométrique de arg(zg — z,) et arg(%)
BT 4A

2. Forme trigonométrique
a. Théoréeme-définition
b. Remarques
¢. Exemples
3. Propriétés sur les arguments et Formule de Moivre
a. Propriétés algébriques
b. Formule de Moivre
II. Forme exponentielle d’un nombre complexe
1. Propriété-définition
2. Exemples
3. Propriétés
4. Formules d’Euler
5. Remarque
III.  Racines ni*™* de I’unité
1. Définition
2. Exemple
3. Propriétés
4. Exemple
IV. Nombres complexes et configurations géométriques
1. Triangle isocele

.~ Triangle équilatéral

. Triangle rectangle et isocéle
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2
3. Triangle rectangle
4
5

. Alignement de 3 points

Déroulement du cours :
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Dans tout ce chapitre, le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (0, u, V) et

I’écriture z = a + bi est la forme algébrique du nombre complexe z.

I.  Formes trigonométriques d’un nombre complexe
1. Arguments d’un nombre complexe

a. Définition

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans (0, U, V). On appelle argument de z,

une mesure en radians 6 de ’angle orienté (d, OM).

b. Remarques

—
e Un nombre complexe z non nul a-une infinité d’arguments car (4, OM) a une infinité¢ de

mesures en radians. L’ensemble des arguments d’un nombre complexe z non nul noté

arg(z) est donc ’ensemble des mesures en radians de 1’angle orienté (U, OM). Ainsi, on a :
arg(z) = (ﬁ, O—l\/f) + 2km, k € Z et on écrit : arg(z) = (ﬁ, OTW) [2].

e Si 6 ‘est.une mesure en radians de (ﬁﬁ) alors arg(z) = 0 + 2km, k € Z)
(on écrit rarg(z) = 6[2m)).

o . Deux arguments d’un méme nombre complexe non nul z sont congrus modulo 21t.

e Si z est un nombre complexe non nul a pour vecteur image U alors arg(z) = (ﬁ’, l_J))[Zn]

e Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument.
¢. Exemples
e ( est un argument du nombre complexe 1 et donc I’ensemble des arguments de 1 est

arg(1) = 2km, K€ Z et on écrit : arg(1) = 0[2m]. En effet si M; est I’image de 1

dans (0, U, V) alors un argument de 1 est une mesure en radians de 1’angle orienté (u, OM, ).
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—

— A s . r - SVl .
or (u,OM;) est I’angle orienté nul car u = OM; donc 0 est une mesure en radians de

(U, OM,) et par conséquent 0 est un argument de 1. Ainsi, I’ensemble des arguments de 1

estarg(1) = (U, OM,) + 2km = 2km, k € Z.

De méme, on montre que :

e 1 estun argument de —1 et I’ensemble des arguments de —1 est arg(—1) = m + 2km, kK €
Z. On écrit : arg(—1) = n[2m].

° g est un argument de i et ’ensemble des arguments de i est arg(i) = g + 2km, k-€ 7. On
écrit arg(i) = 2[21'[].

. —g est un argument de -i et I’ensemble des arguments de —i “est.arg(—i) = —g +

2km, k € Z. On écrit : arg(—i) = —;[21'[].
Plus généralement on a :

e 7z estun réel strictement positif < arg(z) = 0[2m]
e 7z estun réel strictement négatif < arg(z) = n[2m]
e zestunréel © z = 0 ouarg(z) = 0[]

e z=Dbi;b>0< arg(z) EE[ZT[]
° z=bi;b<0<:)arg(z)5—g[2n]
o z=bi;b¢0@arg(z)zg[n]

d. Propriété : Soitz € C”

a
cosf =—
|z|

. b
sinf = —
z|

Siz = a+ biet6 un argument de z alors on a :

Exercice d’application : Déterminons les arguments de chacun des nombres complexes

suivants :1 +i,1 +V3ietV/3 —i.

e. Interprétation géométrique de arg(zg — z,) et arg(%)
B~ Z4A

Si A, B, C et D des points 2 a 2 distincts alors on a :

o arg(zg —7,) = (U,AB)[2n]
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e arg (ﬁ) = (AB, CD)[2m]
Exercice d’application : Soit z # —3. On pose Z = Z;l;i.

1. Donner une interprétation géométrique de arg(Z).
2. En déduire I’ensemble des points M(z) tels que :
a. arg(Z2) = %[n]
b. arg(Z) = g[Zn]

2. Forme trigonométrique d’un nombre complexe

a. Théoréme-définition

Si z = a + bi et 6 un argument de z alors a = |z| cos 0 etb = |z| sin.0 et par conséquent z =
|z| cos 0 + i|z| sin® = |z|(cos 6 + isin 0). L’écriture z = |z|(cos® + isin ) est dite la forme

trigonométrique de z.

b. Remarque
e Un nombre complexe non nul z admet une infinité d’écritures correspondant a sa forme
trigonométrique car il admet une infinité d’arguments et que chaque argument de z permet
de donner une écriture trigonométrique de z.
o z=17 & |z| =|z'| etarg(z) = arg(z')[2m]

c¢. Exemple

Donnons la forme trigonométrique de chacun des nombres complexes z; = 1 +ietz, =1+

V3.

3. Propriétés sur les arguments et Formule de Moivre
a. Propriétésalgébriques: Soient z, z’ € C*
o _arg(zz") = arg(z) + arg(z")[2m]
o arg(z")=narg(z)[2m]oun € Z

o arg (5) = arg(z) — arg(z")[2m]

o arg(—z) = arg(z) + n[2m]
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o arg(z) = arg(i) = —arg(z)[2m]

Exercice d’application
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Déterminons les arguments de chacun des nombres complexes z; = (=1 + i)(1 —V3i) etz, =

V3+i .
Tiletzg, = W3 -i)*

b. Formule de Moivre

Si6 € Retn € Z alors on a : (cosB + isinB)" = cos(nB) + isin(n 6)

Exercice d’application

Donner 1’écriture algébrique de (1 + /3 i)20%1

II. Forme exponentielle d’un nombre complexe

1. Théoréme-définition

Si z un nombre complexe non nul, ® un argument de z et si on note par-e'® le nombre complexe
cosO +isinB alors z = |z|(cosB + isin®) = |z|e!®. L’écriture z = |z|ei® ouel® = cosd +

i sin est dite la forme exponentielle de z.

2. Exemples particuliers
e 1=cos0+isin0=edoncl=e

o —1=cosmt+isinmt =e'™donc—=1=¢T
. T . . T i . s
° 1=cos;+lsm;=e12 donci'= e’z

. 12 .. T ~it . —iz
o —i= cos(—;) + Lsm(—;) =€ 2donc—i=e

3. Propriétés : Soient 6,0’ € R
o b @i — (i(6+6")

-io — 1
¢ € =30

o (" =" oun € Z (Formule de Moivre sous forme exponentielle).
eiG

i Gien~ €

i(0-0")

4. Formules d’Euler

ei9+e—i9
cosO = .
Si 6 € R alors w0 e
. e " —e
sin@ =

2i

Exemple : Linéarisons cos3x
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Définition : Linéariser une expression trigonométrique, c’est 1’écrire comme une somme de

termes de la forme a cos(ax + b) ou B sin(a’x + b").
Pour linéariser une expression trigonométrique, on peut utiliser les formules d’Euler.

5. Remarque
e Un nombre complexe non nul z admet une infinité d’écritures correspondant a sa forme
exponentielle.
e Le nombre complexe 0 n’a pas de forme exponentielle.
III.  Racines ni*™* de I’unité

1. Définition : Soientn € N \ {0; 1}
On appelle racine "™ de 1’unité, tout nombre complexe z vérifiant 2" = 1.
2. Remarque

Pour n = 2 et n = 3, on dit respectivement racine carrée et racine cubique de 1’unité.

3. Exemple
—% + ?i est une racine cubique de ’unité car (—% + ? iy¥}=1

4. Propriétés
e Les racines carrées de ’unité ¢’est-a-dire les nombres complexes z tels que z? = 1 sont : 1
et —1.
e Les racines n®™"de I’unité sont les nombres complexes que I’on peut numéroter par un

entier naturel k'tel que 0 < k < n — 1. Elles sont donc notées z, et sont données par z, =

2K
e n .
e Les racines n™ de ’unité sont au nombre de n (z9,Z1, - ,Zp—1) €t leur somme vaut
780 Zg + 71 + -+ 2Zy_1 = 0.

5. Exercice d’application

Déterminons les racines cubiques de ’unité c’est-a-dire les nombres complexes z tels que z3 =

1.
IV. Nombres complexes et configurations géométriques

A, B et C sont trois points deux a deux distincts.
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1. Triangle isocele

—:C_EA 1 & ABC est isoceéle en A. En effet :ZC ZA: =1 <:> =1 AC=AB < ABC
B—ZA ZB~ZA
isocele en A.
2. Triangle équilatéral
ZC:ZA — 1 @ = 1
ZCZ_BZAZA o & ABC équilatéral. En effet : ZCZ_BZAZA = &
arg (ﬁ) t3 [27] arg (—ZB_ZA) =+ 3 [27]
BAC ==
ABC isocele en A ABC isocele en A ABC = i
(ﬁ, TC) - g 2n] © BAC — g = = 3 & ABC equilatéral.
ACB =71
3
3. Triangle rectangle
—;C A — pi; b € R\ {0} © ABC est rectangle en A. En effet: =2 = pi; b € R\ {0} &
B~Z Zg—

arg (;ZA) = ig [2m] & (A_B), A_C)) = ig [2t] <>ABC est un triangle rectangle en A.

ZB—ZA
4. Triangle rectangle et isocele

ZCc—ZA

P — +i < ABC est< rectangle et isocele en A. En effet = +i
ZB—ZA ZB—ZA
el =1 ABC isocéle en A
& “BTTA & { CisoceleenA _ ype et rectangle et isocéle en A.
ar (Zc—ZA) = £%[27] ABCrectangle en A
8 ZB—ZA -2
Zc—Z
Z;_Zi =1 ABC isocele en A ABC isocele en A ABC
SIAB AR — o T = - _ T = est
e ( C_ZA) = 47 [2n] (AB,AC) = +-[27] BAC =~
ZB—ZA -2

rectangle et isocele en A.

5. Alignement de trois points

A e R\ {0} © 4,B et C sont alignés. En effet : —2;::: € R\ {0} & arg (—EE_ZA)

ZB—ZA —ZA

O[r] & (ﬁ, Kf) = 0[] < AB et AC sont colinéaires < A4, B et C sont alignés.
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CHAPITRE 5 : FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Durée : 6h (Cours)

Objectifs spécifiques :

. . .. . . Inx .
v" Restituer et utiliser les limites lim x“Inx; lim — etlim
x—-0t x—+00 X% x—0

In(1+x .
In(1+x) ou a est un nombre

rationnel strictement positif ;

v Déterminer les primitives d’une fonction du type u:’
Prérequis :

v Primitives d’une fonction ;
v Calculs de limites ;

v’ Calculs de dérivées.
Supports didactiques :

v CIAM TSM ;

Visa Bac ;

CIAM Terminale SE ;

Nouveau transmath programme 1998 ;
Livre de TS2 de M. Saloly Ba ;

Cours de TS2 de M. Babacar Djitté ;
Cours de TS2 de M: Elimane Bousso ;
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Programme sénégalais.
Plan du chapitre

I. Définition, notation et propriétés
1. Définition et notation
2. Conséquences immédiates
3. Premiéres propriétés
4. Autres propriétés
II. Etude de la fonction In
1. Ensemble de définition et limites aux bornes
2. Branches infinies

3. Tableau de variation
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a. Signe de Inx
b. Remarque
4. Courbe représentative de In
a. Equation des tangentes aux points d’abscisses 1 et e
b. Tableau de valeurs
5. Limites usuelles
III.  Fonction composée In © u
1. Ensemble de définition de In o u
2. Limitesde Inou
3. Dérivéede lnou
4. Conséquence
IV.  Logarithme décimal
1. Définition

2. Propriétés
Déroulement du cours
Introduction orale :

Le mot logarithme signifie I’exposant qu’on affecte a un nombre pour en obtenir un autre.
L’adjectif népérien vient du mathématicien écossais John Napier (1550-1617) dont le nom a été
francisé en « Neper » et c’est lui qui a inventé le concept de logarithmes en 1614. Nous savons
que sans calculatrice, il est plus facile d’additionner des nombres que de les multiplier. Ainsi,
le but de Napier était'de simplifier le calcul d’un produit en général et d’une puissance en
particulier en le ramenant a celui d’'une somme. Le concept de logarithme a donné naissance
aux tables de logarithmes, au pH-metre et a la régle a calcul inventée par I’anglais EDMUND
GUNTER EN 1620. Ce dernier resta I’outil de calcul privilégié des ingénieurs et techniciens
Jjusqu’a son'abandon définitif au début des années 1970 au profit des calculatrices électroniques

de poche.

I Définition, notation et propriétés

Activité
Soitn € N\ {1} et f(x) = xin Donner les primitives de f sur ]0; +oo|.

Réponse
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F telle que F(x) = : est une primitive sur ]0; +oo[ de f donc les primitives de f sur

n—1)xn-1

]0; +oo[ sont les fonctions x + ﬁ + ¢ ou c est une constante.

Pour n = 1, ¢’est-a-dire si f(x) = i alors quelles sont les primitives de f sur |0; +oo[ ? Pour
répondre a cette question, nous proposons d’étudier dans ce chapitre ['une des primitives de f

telle que f(x) = i sur ]0; +oo|.
1. Définition et notation

La fonction x & — est continue sur 10; +oo[ donc elle y admet des primitives. Ainsi, sa

primitive sur ]0; +oo[ qui s’annule en 1 est dite logarithme népérien-et.est notée In (on lit

« €éléne »).
2. Conséquences immédiates
D’aprées la définition, on a:

e L’ensemble de définition de la fonction In st ]0;+oo[ et on peut noter : In: ]0; +oo[ - R
x = Inx
e In1=0.
e La fonction In est dérivable.sur |0; +oo[ et pour tout x € ]0; +oo[,ona (In)’(x)= i .
3. Premiéres propriétés
e La fonction In est strictement croissante sur |0; +oo[. En effet, pour tout x € ]0; +oo[, ona

= > 0 donc (In):(x)>,0.

Soient a et b des:nombres réels :

e In(a)=In(b) < {Zig®{222
e In(a) <In(b) & {Z Z 2
e In(a) >In(b) & {Z i 2

Exercice d’application : Résoudre dans R 1’’équation et I’inéquation suivante :

1. In(x? + 2x) = In(x + 6)
2. In(2x+1)=In(x—-1)
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4. Autres propriétés : Soienta > 0etb > 0.0Ona:

e In(axb) =Ina+Inb (propriété fondamentale).

e In G) =—Ilna

. ln(%) =Ilna —Inb.

e Inva= %ln a

e Pour tout nombre rationnel r, In(a”) = rlna

Preuve

e Soit f la fonction telle que f(x) = (u © v)(x) avec u(x) = In x et v(x) = ax. On a donc
f(x) = In(ax). v est dérivable sur ]0; +oo[ et u est dérivable sur ]0;+o[ et pour tout €
10; +oo[ , v(x) = ax € ]0; +oo[ . Par suite la fonction f telle que f(x) = (u © v)(x) est
dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x € J0;+oo[,on a : f'(x) =v'(x) X u'(v(x)) or
v(x)=aetu'(x) = i d’ou f'(x) =ax i = i par suite f et In sont des primitives sur

10; 4+oo[ de la méme fonction d’ou pour tout € ]0; +oof, f(x) =Inx + c.
Ainsi pour tout € ]0; +oo[, In(ax) =Inx + c.

Pour x =1 on a In a=c d’ou pour tout € )0; +o[, In(ax) =Inx+1Ina =1Ina + Inx. En

particulier pour x = b,onaln(ab) =Ina+1Inb.

Ina+n(>)=In(ax3)=h1=0d0oiln(3)=-ma

e In(3)=m(ax3)=In(@) +n(;)=Ina-mb

e In(a) = In(Vax+a) = In(Va) + In(va) = 2In(va) d’ot In(va) = >In(a)
e (admise)

Exercice d’application

1. Ecrire In 35 en fonction de In S et de In 7.

2. Ecrire In 8 en fonction de In 2. En déduire lng en fonction de In 2 et de In3.
3. Ecrire In V48 en fonction de In 2 et de In3.
4. Simplifier le réel A= In(vv3 + 1) + In(vVv/3 - 1)

Remarque
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Ina

— #1In ( ) par consequent — qt Ina — Inb.

e Sia<0eth<O0alorsIn(ab) = Injal +In|b| etIn (%) = In|al - In|b].

1I. Etude la fonction In
La fonction In est définie par : In: ]0; +oo[ - R

x = Inx
1. Ensemble de définition et limites aux bornes
e L’ensemble de définition de la fonction In est Dy, = ]0; + oo
e Limites aux bornes de Dy, :

4 111(1)1 Inx = —co (limite admise)
X—

v lim lnx = +oo.

xX—+00
En effet Inx = —lnl. En posant X=§.D0nc si” % = 4co alors X - 0%. Ainsi
lim Inx = 11m —InX = +oo.
X—+00
2. Branches infinies
e Ona: limInx = —co donc la droite d’équation x = 0 (axe des ordonnées) est une

x—-0

asymptote verticale a Cy,.

. , . . Inx
Ona: lim lnx = +oo doncdéterminons lim —
X—+ 00 xX—=>400 X

. Inx
e Jim —=0.
x>+ X

En effet : D’une part si > 1 alorsInx > 0 (1) . D’autre part, posons f(x) = Inx — 2+/x. fest

i=1—£ 1- \/_ Or six > 1alorsvVx = 1donc1—
Vx o ox x

Vx.< 0 d’ou f est décroissante sur [1,+oo[. Donc si x > 1 alors f(x) < f(1) Par suite

Inx — 2vx < —2 c’est-a-dire Inx < 2v/x — 2 (2)

dérivable sur [1, +oo[ et f'(x) = i —

Les inégalités (1) et (2) montrent que si x = 1 alors 0 < Inx <2vx — 2 d’ou

nx _ 2vx-2 2x—2 _ 2vJx 2 2 2 . 2 2 \
0<2< or =——=-=——- Ainsi lim ——-==0 et donc d’apres le
x x x x x Jx x x>t VX X
Inx
théoreme des gendarmes lim — = 0.
xX—+oco0 X
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. Inx . . . .
lim — = 0 donc C;,, admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses en +oo
X—+00

3. Tableau de variation

La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[. Ainsi on peut dresser son tableau de

variations sur ]0; +oo].

a. Signe de Inx
e x€]0;1] ©Inx<0
e XE[l;+0[=Inx=>0

b. Nombre d’Euler ou constante de Neper

La fonction In est dérivable et strictement croissante sur ]0; +oo[ donc elle réalise une bijection
de ]0; +oo[ sur In(]0; +oo[) ="}—o0; +0o[ or 1 € |—00; +o[ donc I’équation Inx = 1 admet
une unique solution dans J0; +oo[. Cette unique solution est notée ¢ et est dite nombre d’Euler

ou constante de Neper, Ainsiona: e € |0; +oo[ etlne = 1.

On a démontré que e = 2,718281828456 .... et on prend souvent comme valeur approchée e =

2,718

4. Courbe représentative de In

a. Tangentes a C,, aux points d’abscisses 1 et e

La fonction In est dérivable est dérivable en 1 et e donc C;,, admet aux points d’abscisses 1 et

e des tangentes (T) et (T’) respectivement de coefficients directeurs respectifs [n'(1) = 1 et
1
-

In'(e) =

b. Tableau de valeurs
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Inx|0|1|1,4|1,6]18

c. Courbe

5. Limites usuelles

Soit & un nombre rationnel strictement positif, on admet les limites suivantes dites limites

usuelles :

e lim x*Inx = 07. En particulier li%1+xlnx =0"
X

x—-0%
. Inx . . . Inx
e lim — = 0*. En particulier lim — = 0%
x—+o00 X% x—>+o0o X
. In(1+x
° llm¥ =1
x-0 X

Exercice d’application : Calculer les limites suivantes :

[

. Jdim VxInx
x—07F

-
@
o)
O
-

D

D
O
<
P
o)
Q
S
O
-
O
S
S
=

g

: 2
xll)r(r)1+x (Inx)

. Inx
3. lim

X—+00 \/E

4. lim20=2
x—0 X

III.  Fonction composée In © u

Si u est une fonction alors la fonction f telle que f = In O u est définie par f(x) = In [u(x)]
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1. Ensemble de définition de In o u
Si f(x) = In [u(x)] alors f(x) existe ssi u(x) existe et u(x) > 0.
a. Exemple
Déterminons 1’ensemble définition de la fonction felle que f(x) = In (—x2 — x + 6)
b. Remarque

Si f(x) = In(Ju(x)]) alors f(x) existe ssi u(x) existe et u(x) # 0. Par exemple la fonction
définie par f(x) =1In|—x? —x + 6| existe ssi —x?> —x+ 6 # 0 et c’est-a-dire ssi x #

—2etx # 3.
2. Limites delnou
Soita € R ou a=o0, [ € [0; +oo[ ou I=+0 et 1’ € R ou I’=0c0:

Silimu(x) = letsilimlnx = {"alors lim In [u(x)} =1’
x-a x-l x-a

Exemple : calculons les limites suivantes

. x+1
e lim In(—
xX——00 xX+3

X

e lim In
x—+00 (x2+1)
. x+1

e limIn(—-
x—0 X

3. Dérivéedelnou

Si u est une fonctionydérivable sur un intervalle I et si u(x) > 0 pour tout x dans I alors la

fonction f définie par f(x) = In [u(x)] est dérivable sur I et pour tout x dans I, on a :

f'(x).= In'[u(x)] = &

u(x)
a. Exemple

Montrons que f définie f(x) = In(x? + x — 6) est dérivable sur ]—co; —3[ puis calculons

f'(x) sur ] —o0; =3[

b. Remarque
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Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I et si u(x) # 0 pour tout x dans I alors la

fonction f définie par f(x) = In [Ju(x)|] est dérivable sur I et pour tout x dans I, on a :

£'(x) = In'[Jux)]] = 22

u(x)
4. Conséquence

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I et si u(x) # 0 pour tout x dans I alors la

X

fonction f définie par f(x) = % admet une primitive F sur I définie par F(x) =

In [Ju(x)]]. Si de plus u(x) > 0 pour tout x dans I alors F(x) = In [u(x)]

Exemple

x:i:; sur |—oo; =3[ puis sur |—3; 2[

Déterminons une primitive de f telle que f(x) =

IV.  Logarithme décimal

1. Définition

La fonction logarithme décimal ou logarithme a base 10, notée log est la fonction définie sur

Inx
In10°

10; +oo[ par log(x) =

2. Propriétés

La fonction logarithme décimal.a les mémes propriétés que la fonction logarithme népérien.

CHAPITRE6: Ecriture complexe d’une similitude plane

directe.

Durée : 7h(Cours)
Objectifs spécifiques :

v Déterminer I’écriture complexe d’une similitude plane directe ;

v Reconnaitre une similitude plane directe a partir de son écriture complexe ;

v Déterminer les éléments caractéristiques d’une similitude plane directe a partir de son
écriture complexe.

v' Utiliser I’écriture complexe d’une similitude plane directe pour résoudre des problémes
de géométrie.

Prérequis :
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v" Nombres complexes ;

v’ Transformations usuelles du plan ;
Supports didactiques :

v CIAM TSM ;

Visa Bac ;

CIAM Terminale SE ;

Nouveau transmath programme 1998 ;
Livre de TS2 de M. Saloly Ba ;

Cours de TS2 de M. Babacar Djitté ;
Cours de TS2 de M. Elimane Bousso ;
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Plan du chapitre

I. Définitions
1. Définition 1
2. Définition 2
3. Remarque
II.  Ecriture complexe des transformations usuelles du plan
1. Translation de vecteur
a. Définition
b. Remarque
c. Ecriture complexe

2. Homothétie
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a. Définition et exemple
b. Ecriture complexe
c. Exemple

3. Rotation
a. Définition et exemple
b. Ecriture complexe
c. Exemple

III.  Similitude plane directe
1. Définition
2. Remarque

3. Propriétés admises
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4. Ecriture complexe d’une similitude plane directe

5. Image de figures usuelles par une similitude plane directe

Déroulement du chapitre
Introduction orale

Nous savons que dans le plan complexe, on peut associer a chaque nombre complexe. z son
image M(z) et réciproquement a tout point M du plan, on peut associer son affixe zm. Ceci
permet d’utiliser les nombres complexes en géométrie. L’objectif de ce chapitre est donc
d’utiliser les nombres complexes pour caractériser certaines transformations.du plan déja vues
dans les classes précédentes.
NB : Dans tout ce chapitre, P désigne le plan complexe muni du repére orthonormé
direct (0, e7, €3).

I.  Définitions

1. Définition 1

Une transformation du plan P notée f est un procédé qui vérifie les deux conditions

sulvantes :

e [l permet d’associer a tout point M de P un et un seul point M’ de P dit image de M
par f etnoté M’ = f(M).
e Pour tout point M’ de P, il existe un et un seul point M de P qui admet M’ comme
image par f c’est-a-dire M’ = f(M).
Autrement dit une transformation f du plan P est une application f: P — P qui est

bijective.

Mo f(M) =M
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Exemple

Soit U un vecteur donné. Le procédé qui permet d’associer a tout point M de P un point M’

de P tel que MM’ = U est une transformation du plan P dite translation de vecteur u. Elle

est noté ty : P — P

M b tz(M) = M' tel que MM’ = 1.
Ainsi MM’ =u e M’ = tz(M)

2. Définition 2

Soit f une transformation du plan P, M(z) un point et M’(z"), I'image de M(z) par f ¢’est-a-

dire M' = f(M). La relation qui exprime z' en-fonction de z est dite écriture complexe de la

transformation f.

Exemple
Soit ﬁ’(;), tg la translation de veeteur U, M(z) et M'(z") tel que M’ = tz(M).
Déterminons 1’écriture complexe de tg ¢’est-a-dire exprimons z’ en fonction de z.

M=tgM) oMM =tz =gz —z=1+2ie272 =z+1+20 Ainsi la

relation z' =z + 1 + 2i est I’écriture complexe de t3.

3. Remarque
¢ Souvent, dans I’écriture complexe d’une transformation f, c’est z qui désigne I’affixe d’un
point M quelconque et z', I’affixe du point M’, image de M par f.
e Un point M est dit invariant par une transformation f si M est sa propre image par f c’est-
a-dire si M = f(M). Dans ce cas, z' = z et ainsi pour trouver les points invariants de f s’il

existe, on peut remplacer z’ par z dans 1’écriture complexe de f.

II.  Ecritures complexes des transformations usuelles du plan P
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1. Translation de vecteur

a. Définition

La translation de vecteur U notée ty est la transformation du plan P qui a tout point M associe
le point M’ tel que MM’ = U. Ainsi pour tout point M , on a :
M’ = tz(M) & MM’ = .

b. Remarque

e SitU=0 alors tout point M de P est invariant par tg . Dans ce cas, on dit que tg est la

transformation identique du plan P notée idP.

e Sitl = 0 alors ty n’a pas de point invariant.

c. Ecriture complexe d’une translation

Théoréme 1 : Si U un vecteur d’affixe by M(z)un point et M’(z”) tel que M’ = tz (M) alors

I’écriture complexe de tg est z' = z + b.

Preuve

M=tz(M) oMM’ =iz m=73&72 —z=boz =z+b

Exemple : Soitu(1 +i), M(z) un point et M’(z’) tel que M’ = tz (M). Donnons I’écriture
complexe de tg..L’écriture complexe de ti estz’ =z+ 1 +1i
Théoréme 2 : Si f une transformation de P dont I’écriture complexe estz' =z + b avec b €

C alors f = ty ou U est d’affixe b.
Preuve

Soit U le vecteur d’affixe b.

' =z+boz —z=bo =75 MM =1 o M =tz(M). Ainsi M’ = f(M) =

tg(M) d’ou f =tg.
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Exemple : Soit f la transformation du plan P dont I"écriture complexeest z' =z + 1 —i

Déterminons la nature de f. L’écriture complexe de f est de la formez’ =z +bavecb =1 —

i donc f est la translation de vecteur U d’affixe b = 1 — i.

2. Homothétie

a. Définition et exemple: () un point du plan P et k un réel non nul.

L’homothétie de centre Q et de rapport k notée h(€, k) est la transformation du plan P qui a
tout point M de P associe le point M’ de P tel que OM' = kQM. Ainsi pour tout point M de

R on adonc : M’ = h(Q,k)(M) & QM’ = kQM:

b. Remarque

e Sik =1 alors tout point M est invariant par h(Q, k). Dans ce cas, h(Q,k) = idP

e Sik # 1 alors Q est le seul point invariant de h(€, k).

c. Ecriture.complexe

Théoréme 1 : Si-w est I’affixe d’un point Q, M(z) un point et M’(z’) tel que M' =
h(Q, k)(M) alors I’éeriture complexe de h(Q, k) estz’ = kz + (1 —k)w.

Preuve
M =h(Q, k(M) & QM’ = kOM & Zo = Zigm © 2 —w=k(z—w) &

z =kz—kw+wez' =kz+ (1 —Kkw

Exemple : SoitQ (1 — 3i), M(z) un point et M’(z’) tel que M’ = h(Q, 3)(M). Donnons
I’écriture complexe de h((), 3). L’écriture complexe de h(Q,3 ) estz’' = 3z + (1 — 3)(1 — 3i)
d’ouz' =3z—2+6i
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Théoréme 2 : Si f est une transformation de Pdont I’écriture complexe est z' = az + b avec

a€ R\ {0;1} etb € C alors f est ’homothétie de centre Q d’affixe w = % et de rapport k =

a.
Preuve

Cherchons d’abord les points invariants de f. Comme 1’écriture complexe de f estz’-=az + b

alors il suffit de remplacer z' par z dans I’écriture complexe de f.

. b
A1ns1ona:z=az+b<:>z—az=b<:)(1—a)z=b<:>z=§

. . b . . .
Ainsi le point d’affixe w = T est le seul point invariant de f. Notons le' (). Ainsizg = w

Wzé(:)b:(l—a)w.Ainsiona:

zZ=m=az+beoezs=az+(l-awez=az—awtwez =a(z—w)+w

ez -—w=alz-w) & 755 = 7,5y © QML= aOM < M’ = h(Q,a)(M).

Par suite f(M) = h(Q,a)(M) d’ou f = h(Q, a).

Exemple : Déterminons la nature de la transformation f du plan d’écriture complexe z' =

—27 4+ 2 +1i. L’écriture complexe f est z’ =az+b avec a=—2etb =241 donc f est

b . . .
_ 2+ _ % et de rapport kK = —2. Ainsi le centre Q

I’homothétie de centre () d’affixe w = —
1-a 142

)

a. Définition et exemple: Soit () un point et 6 un réel.

Wk w|N

est de coordonnées () (

3. Rotation

La rotation de centre (Q et d’angle 8 notée r((Q, 6)est la transformation de P qui laisse invariant
le point Q ¢’est-a-dire (r(Q, 0)(Q) = Q) et qui a tout point M distinct de Q associe le point M’

QM’ = OM .. ) .
tel que { (ﬁl\_/f, W) = o[2n]' Ainsi pour tout point M du plan P distinct de (), on a donc :
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QOM' = QM

M’ = r(Q,8)(M) = {(m‘/i; aM’) = 6[2n]

b. Remarque

e Si06 =0[2m] alors r(Q,0) = idP

e Si0 # 0[27] alors Q est le seul point invariant de r(Q, 0).

¢. Ecriture complexe d’une rotation

Théoréme 1 : Si w est ’affixe d’un point Q, M(z) un point et M’(z’) tel que M’ = r(Q, 8 )(M)

alors 1’écriture complexe de r(€, 0 ) est z’ = e'®z + (1 — eie)w.

Preuve
, OM’' = QM
M =1(Q,0)M) = {(W; aM’) = 0[2n]
{ oM’ j 7= w’
— =1 =1 ,
OM Z —W Z —W i
= ' = , = =e
L —— larg T —w )= T
i0 i0 i0

sz —-w=ez-w)ez —w=e%2-e'wes 7z =2+ w—efw
&7 =e%+ (1-e®)w
Exemple : Soit Q (1 + i), M(z)un point et M’(z’) tel que M' = r(Q, g) (M). L’écriture

complexe der (Q, g) est 2= e2z 4 (1 —e'2)(1 +1i). Donc z' =iz + (1 —i)(1 +i) d’ou

z'=iz+ 2

Théoréme 2 +Si f est une transformation de Pdont I’écriture complexe est z' = az + b avec

a €C\ {1} tel que |a| =1 et b € C alors f est la rotation de centre Q d’affixe w = 1%3 et

d’angle 0 ou 0 est un argument de a.

Preuve

\ C . o . , b .
D’apres ce qui précéde f admet un unique point invariant ) d’affixe = - Ainsi b = (1 —

a)w. Soit 6 un argument de a.
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Par suite a = e'® donc = (1 — e!®)w . On a donc :

0

7 =e2+(1-e)wez=e2-c®wtwoz —w=e%z-w)

, Z’—w| —1 Q_M’ —q
= ﬁv =e? & A &y aM o
arg(z_w) =o[2r] ((QM; QM) = 0[27]

aOM' = OM
{(W, W) = 0[2m]

& M =r(Q,0)(M). Par suite f(M) = r(Q,0)(M) d’ou f = r(Q,0).

Exemple : Déterminons la nature de la transformation f du plan d’écriture complexe z' =

(% + 1?) Z + i. L'écriture complexe de f estz’ = az + baveca = % + i\/—z-§ etb = i. Donc a est
un nombre complexe tel que a # 1et|a] =1 d’ou f est la rotation de centre Q d’affixe w =

b i V3 1. " _m
Pt —?+5letdangleGaveceunargumentdeadonce— .

III.  Similitude plane directe

1. Définition : Q un point du plan P, kun réel strictement positif et 8 un réel.

La similitude plane directe de centre €, de rapport k et d’angle 6 notée S((Q,k,0) est la

transformation du plan P qui laisse invariant le point € et qui a tout point M distinct de (),

QM' = kQM

associe le point M’ tel que : {(m’ W) = o[2n]

Ainsi pour tout peint M distinct de ), on a donc :

QOM' = k QM

M’ =S(Qk 0)(M) < {(m’; aM’) = e[2n]

2. Remarques
e Sik=1et0=0[2r] alors S(Q,k,0) = idp
e Sik=1et0 =+ 0[2r] alors S(Q,k,0) =r(Q,0)
e Sik=#1et0 = 0[n]alors S(Q,k, 0) = h(Q,k)
e Sik#1et0=0[r] alorsS(Q,k,0) n’est ni identique, ni une rotation et ni une

homothétie et Q est le seul point invariant de S(Q, Kk, 0).
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3. Propriétés admises

e Si S est une similitude plane directe et si A, B et C sont des points du plan tels que

S(A) = A et S(B) = C alors A est le centre de S, k = g est le rapport de S et 6 une

[

mesure de I’angle orienté (A—ﬁ, A_C)) est I’angle de S.

e Si S est une similitude plane directe et si A, B, C et D sont des points du plan tels que
S(A) = BetS(C) =Dalorsk = % est le rapport de S et © une mesure de 1’angle orienté
(TC’,\B_IS) est ’angle de S.

4. Ecriture complexe d’une similitude plane directe

a. Théoréeme 1

Siw est ’affixe de Q, M(z) un point et M’(z’) tel que M’ = S(,k,0)(M) alors I’écriture
complexe de S(Q,k,0) estz’ = kel%z + (1 — kel®)w

Preuve
, aM’ =k QM
M = SO OM = {(ar; 5ar) = efof
! z'—w

am’ _ ‘:k ’
QM Z—W Z —W .

= ) & ) & —— =kel®

arg = = 9[2r] z-w = o[27] Z—w

— b arg| ——| = 6[2m

o7 —w=ke®(z-—w) &z —w = ke%z — kel®w
& 7' =kel%2 + w —kel®w o 2’ = kel®z + (1 —kel®)w
Exemple :SoitQ(i) Soit S(Q,k,0), M(z) un point et M’(z’) tel que M’ = S (Q, 3,;) (M).
L’écriture complexe de S (Q, 3,;) estz' = 3ei2z +(1- Seg)i
Donc z' = 3iz+ (1 —3i)id’ouz’ =3iz+3 +i

b. Théoréme 2 (admis) : Soita € C* etb € C
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Si f est une transformation du plan P dont I’écriture complexe estz' = az+ b aveca € R et
|a| # 1 alors fest la similitude plane directe de centre Q d’affixe w = %, de rapport k = |a| et
d’angle 6 = arg(a)[27].

Exemple
Soit f une transformation du plan d’écriture complexe z' = (1 + i)z + 2
Déterminons la nature et les €léments caractéristiques de f.

L’¢écriture complexe de f est de la forme z' = az + b avec a = 1 +1i et'b = 2-donc f est une

similitude plane directe. Commea =1+ ialorsa € Ret |a| = V2 -1 par suite les ¢léments

caractéristiques de f sont son centre Q d’affixe w = 1—21—1 = 2i de rapport k=+2;

arg(1+i) = E[Zn] donc I’angle de fest 6 = =

"
5. Image de figures usuelles par une similitude plane directe

Si S est une similitude plane directe de rapport.k, A, B et I des points du plan et r un réel

strictement positif alors :

a. L’image de la droite (AB) par S est la droite (A'B") avec A" = S(A) et B’ = S(B)

b. L’image du cercle (C) deeentre I et de rayon r par S est le cercle (C') de centre I' = S(I)
etderayonr’' =k X1

c. L’image du triangle ABC par S est le triangle A’B’C” avec A’ = S(A) et B’ = S(B) et C' =
S(0).

CHAPITRE 8 : FONCTION EXPONENTIELLE

Durée : 6h (Cours)

Objectifs spécifiques :

x x_
v" Restituer et utiliser les limites lim x"e*; lim £ et lin(l)e
X—

< ou aest un nombre
X——00 X—+00

rationnel strictement positif ;
v' Déterminer les primitives d’une fonction du type u’(x)e*®.

Prérequis :
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v" Fonction In ;
v Primitives d’une fonction ;
v" Calculs de limites ;

v’ Calculs de dérivées.
Supports didactiques :

v CIAM TSM ;

Visa Bac ;

CIAM Terminale SE ;

Nouveau transmath programme 1998 ;
Livre de TS2 de M. Saloly Ba ;

Cours de TS2 de M. Babacar Djitté ;
Cours de TS2 de M. Elimane Bousso ;

AN N N N N

Programme sénégalais.
Plan du chapitre

I. Définition, notation et propriétés
1. Définition et notation
2. Remarque
3. Premiéres propriétés
4. Propriétés algébriques
I1. Equations et inéquations
1. Equations
2. Inéquations
III.  Etude la fonction exponentielle
Limites aux bornes

Branches infinies

-
@
o)
O
-

Q

[
O
X
P
0
Q
)
O
-
S
S
S
=

Dérivée
Tableau de variation

Courbe représentative de la fonction exponentielle

AN LN o o B A G

Limites usuelles
IV.  Fonction définie par e*™®

1. Ensemble de définition d’une fonction définie par e*™®

2. Limites d’une fonction définie par e*™
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3. Dérivée d’une fonction définie par e*™®

V. Fonctions puissances
1. Définition
2. Remarque
3. Propriété
4. Conséquences de la propriété
a. Limites de la fonction puissance aux bornes de son ensemble de
définition

b. Dérivée et sens de variation de la fonction puissance

Déroulement du cours

I. Définition, notation et propriétés

1. Définition et notation

La fonction In est une bijection de ]0; +oo[ surR, elle'admet donc une bijection réciproque

1

définie de R vers ]0; +oo[ dite fonction exponentielle et est notée exp. Ainsi, exp = In"" et

I’ensemble définition de la fonction exponentielle est R. On peut écrire :
exp : R —]0; +oo].
x—exp(x)

2. Remarque

Nous avons vu.dans le chapitre sur Ln que pour tout x € Q, In(e*) = x In e = x. De plus pour
tout € R ,Infexp(x)] = In[In"1(x)] = x. Ainsi pour tout x € Q, In[exp(x)] = In(e*) d’ou
exp(x) = e* pour tout x € Q. On démontre que cette égalité reste valable pour tout x € R
c’est-a-dire : exp(x) = e* pour tout x € R. Désormais, on écrit e* au lieu de exp(x) et on lit

exponentielle de x ou simplement expo de x.

3. Premiéres propriétés
e La fonction exponentielle est dérivable et strictement croissante sur R,
e Pourtoutx € R,e* > 0.
e Pourtoutx € R, In(e*) =x

Inx _

e Pourtoutx > 0 alors e X
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e Pourtoutx >0alorslnx=y e x=¢”

Exercice d’application

Calculer les nombres suivants : A = In(e™%); B = ln(e*/g) ;C = InVe®; D = eln2 JE =

ezln4.

4. Propriétés algébriques : Soient x et y des nombres réels.
e eV=1letel=e

o e*tY = e¥eY (Propriété fondamentale).

_ e*
° exy:_y
e

¢ V= () = ()

Preuve
o Inl1=0=1=¢€%;lne=1<e=¢t
. In(e**Y) =x+y ; In(e*e¥) = In(e*) + In(e?) = x +y. Ainsi on a : In(e*™) =

In(e*e¥) d’ou e*tY = e¥e”.

X —X+x

A 1
=e=1doue¥=—=

J e *e*=e pre

° eX YV = ex+(—y) =eXe™V = exeiy — :’_;
o In(e™) = xy ; In[(e*)”] = yIn(e*) = xy donc In(e*) =1In[(e*)?] d’ou e* =
(e*)”.

Exercice d’application

2+Ins8

Calculer les nombres suivants : @ = P23 ot h = e7IN16 @3, ¢ ==
e3+ln4

Simplifier les expressions suivantes : A(x) = In(e3*) +1n (3e®*) et B(x) = e XeX +
(eZX)3 (e—X)S

I1. Equations et inéquations
Soit a un réel constant donné, f(x) et g(x) des expressions qui dépendent de x.

1. Equations

Pour les équations suivantes, on aura besoin des propriétés suivantes :
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a. Propriétés
e Pourtoutx >0ety€ R,ona:lnx=yox=¢”
e Pourtoutx,yER eX=e¥ox=y.

b. Equations du type In[f(x)] = a

f(x) existe

In[f(x)]=a e {f(x) = @

Exemple : Résoudre dans R 1’équation suivante : In(x — 3) = 2

c. Equations du type /™ =q
v" Sia < 0 alors I’équation n’a pas de solution ¢’est-a-dire S = @.

f(x) existe

v Qi FOO — {
Sia > 0 alors e a s £(x) = Ina

Exemple : Résoudre dans R les équations suivantes : e?*t1'=—1 et 3*t1 = 1
d. Equations du type e/® = 9™
f(x) existe

e/ = eI o { g(x) existe

fx) =g

1
Exemple : Résoudre dans R I’équation’suivante : ex = e*
q

2. Inéquations
Pour résoudre les inéquations suivantes, on aura besoin des propriétés suivantes :

a.” Propriétés
e Pourtout x>0,y ERonalnx<(X)yeox<(2)e
e Pourtoutx,yER,e*<(2)e¥y &x<(2)y
b. Inéquations du type In[f(x)] < a
f(x) existe
In[f(x)]<ael f(x) >0
fx) <e®

Exemple : Résoudre dans R 1’équation suivante : In(—x + 2) < —1

d. Inéquations du type In[f(x)] = a
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f(x) existe

inlfo) = a e {00

Exemple : Résoudre dans R I’inéquation suivante : In(x — 1) > 3

e. Inéquations du type e/® < q
v' Sia < 0 alors I’inéquation n’a pas de solution ¢’est-a-dire S = @.

v f@) < {f (x) existe
Sia > 0 alors e <a®& £(x) <Ina

Exemple : Résoudre dans R les inéquations suivantes : e3**1 < —1 et e3¥*1 <2

f. Inéquations du type e/® > a
v Sia<0alorse® >a © f(x) existe

v @ {f (x) existe
Sia > 0alors e >as £(x) > Ina

X

Exemple : Résoudre dans R les inéquations suivantes : ex?-1 > —1 et

2 —
er +7x+2 >e 1

g. Inéquations du type e/® < (=) e9™

f(x) existe
ef® < (2)eI™ o { g(x) existe
fx) < (2)g(x)
x2 < e X+2

Exemple : Résoudre dans R les équations suivantes : e

III.  Etude la fonction exponentielle

1. limitesaux bornes
Deyp = | =o0; +oo[

e  lim e* =

X—>—00

-
®
o)
O
-

D

[0
O
X
P
o)
Q
S
O
-
O
S
S
=

e Ilim e*=+4w
X—>+00

2. Branches infinies

e lim e* = 0 donc la droite d’équation y = 0 (I’axe des abscisses) est une asymptote

X—>—00

horizontale a Ceyp, €n — 0.
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X
e Nous admettons que lirp 67 = + 0. Ainsi Ceyp, admet une branche parabolique de
xX—+00

direction 1’axe des ordonnées en +oo.

3. Dérivée

La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout x € R, (exp)’(x) = (In"1)'(x) =

1 1 1 . ,
il — Goyen — X = - Parsuite (exp)(x) = e%.

4. Tableau de variation

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R et son tableau de variations est :

5. Courbe représentative de la fonction exponentielle (C,,,)

Cexp €t Cip sont symétriques par rapport.a la droite d’équation y = x donc Cp,,, peut s’obtenir

a partir de Cy,,.

Rappel :

X 1lel|4 5 6
Inx|0(1]14|1,61,8

(In)' (1) = Tet(ln)'(e) = 1 ~ 0,4

-
®
o)
O
-

D

[0
O
X
P
o)
Q
S
O
-
O
S
S
=
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Courbe de I fonction In et capo

6. Limites usuelles

. . . . . e
* Siaestunnombre rationnel strictement positif alors~ lim — = +o00
X—+00

e Sin estun entier naturel alors lim x"e* =0. En particulier lim xe* =

X—>—00 X—>—00

o lim&<t=1

x—-0 X
Exercice d’application

Calculer les limites suivantes :

e2%_gX

lim e* —x ; lim (1 +x)e*;lim
X——00 x—0

Xx—+00 x

IV.  Fonction définie par e*™

Soient u et f sont des fonetions telles que f(x) = e*™® . Ona: f(x) = (exp © u)(x)
1.. Ensemble de définition de f

f(x) existe ssi u(x) existe. Ainsi, Dy = D,

-
®
o)
O
-

D

[0
O
X
P
o)
Q
S
O
-
O
S
S
=

Exemple

Déterminer Dy dans chacun des cas suivants

. fG)=ert

3x+1
° f(x) = e—2x+3

2. Limites de f(x)
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Soientaet] € R ou a et 1 désignent oo ; 1I’€ [0; +oo[ ou I’=400
Si }Cl_rg u(x) = letsi LILI} e* = [ alors Jlci_r>rc11f(x) =1

Exemple
Calculons les limites suivantes :

1. lim e **+2

x—2

2. lim e~**1

X—+00

x3+1
3. lim e =«

X——00

3. Dérivée de f(x)

Si u est dérivable sur un intervalle I alors f est dérivable-sur I' et pour tout x € I, f'(x) =

(exp o u)'(x) = u'(x). (exp)'[u(x)] = u'(x)e*™®_Ainsi f/(x) = u'(x)e*™,
Exemple : f(x) = e¥*

Justifions que f est dérivable sur ]0; +oo[ puis'calculons f'(x).

Conséquence

Si u est dérivable sur un.intervalle I alors la fonction F définie par F(x) = e*® est une

primitive sur I de la fonction définie par f(x) = u'(x)e*™.

Exemple
f(x) = (2x —1)e**~**1 Déterminons une primitive de f sur R

V. Fonction puissance

1. Définition : Soit @ € Q

La fonction puissance d’exposant a est la fonction f définie par : f:]0; +oo[ — ]0; 4+oo[

x - f(x) =x*.

2. Remarque
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Si @ =0 alors f(x) =x% =1 donc la fonction puissance d’exposant nul est la fonction

constante égale a 1. Ainsi, dans tout ce qui suit, on suppose que a # 0.
3. Propriété

Pour tout x € ]0; +oo[, on a: x* = e*!"*_ Ainsi, la fonction puissance d’exposant a est la

composée de la fonction x = a In x par la fonction exponentielle.

Preuve

a . . . .
Inx® — ealnx Ajnsi la fonction puissance d’exposant

Comme x > 0 donc x* > 0d’oux® =e
a, f est telle que : f(x) = e*!"*, Par conséquent, f est la composée de la fonction x — a Inx

par la fonction exponentielle.

4. Conséquences de la propriété

a. Limites de la fonction puissance aux bornes de son ensemble définition

lim x%* = 4o
x—0t

lim x% =0%
xX—+0oo

Sia < 0 alors

lim x% = ot
Sia > 0alors{ ¥7°

lim x% = 4+
X—+00

b. Dérivée et sens de variation.de la fonction puissance

f,1a fonction puissance d*exposant a est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x > 0, f'(x) =

ax® 1. De plus :

e Sia-< 0 alors fest strictement décroissante sur ]0; 4oo.

e Sia > 0 alors f est strictement croissante sur ]0; 4oo[.

CHAPITRE 9 : SUITES NUMERIQUES

Durée : 12h (Cours)
Objectifs spécifiques :
v’ Utiliser la notation indicielle ;

v' Déterminer les termes d’une suite récurrente ;
v Démontrer qu’une suite est monotone ;
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Représenter graphiquement une suite ;

Majorer ou minorer une suite ;

Restituer la définition de suites arithmétiques et géométriques ;

Calculer la somme des p termes consécutifs d’une suite arithmétique et géométrique ;
Utiliser la notation ),  ;

Restituer et utiliser les théorémes sur la convergence des suites monotones bornées ;

O KX

Déterminer la limite d’une suite du type u,,.; = f(u,) ou f est une fonction continue ;

Prérequis :

v Fonction numériques ;
v Calculs de limites ;

v Continuité.
Supports didactiques :

CIAM TSM ;

Visa Bac ;

CIAM Terminale SE ;

Nouveau transmath programme 1998 ;
Livre de TS2 de M. Saloly Ba ;

Cours de TS2 de M. Babacar Djitté ;
Cours de TS2 de M. Elimane Bousso ;

AN NNV N N N N

Programme sénégalais.
Plan du chapitre

L. Généralités sur les suites numériques
1. Définition
a. Notation fonctionnelle d’une suite numérique
v' Exemples
b. Notation indicielle d’une suite numérique
v' Exemples
¢. Remarque
2. Types de suites numériques
a. Suite définie par une formule explicite
v" Exemple

b. Suite définie par une formule de récurrence
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II.

v' Exemple
3. Monotonie ou sens de variation d’une suite
a. Théoreme
b. Remarque
¢. Exemple
d. Propriété
4. Suite majorée ; suite minorée et suite bornée
a. Définitions
b. Exemple
5. Représentation graphique des termes d’une suite définie parw,,; = f(u,)
dans le plan
6. Raisonnement par récurrence
a. Principe du raisonnement par récurrence
b. Exemple
Suites arithmétiques ; suites géométriques
1. Suites arithmétiques
a. Définition
b. Exemple

¢. Remarque

&

Monotonie d’une suite arithmétique

e. Expression du terme général d’une suite arithmétique
e Théoreme 1
e Théoréeme 2

e Exercice d’application

=

Progression arithmétique
e Définition
e Propriété
g. Somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique

e Notation
e Propriété
e Exercice d’application

2. Suites géométriques

a. Définition
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b. Exemple
Remarque
d. Monotonie d’une suite géométrique
e. Expression du terme général d’une suite géométrique
e Théoreme 1
e Théoréeme 2
e Exercice d’application :
f. Progression géométrique
e Définition
e Propriété
g. Somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique
e Propriété
e Conséquence
e Exercice d’application
III.  Limite d’une suite numérique
1. Définitions
2. Exemple
3. Limites d’une suite géométrique
a. Théoreme
b. Conséquence

4. Théorémes (admis)

a. Théoreme 1
b. Théoréme 2
c.. Théoréme 3
d. Théoréme 4 (Théoréme des gendarmes ou du Sandwich)

Théoréme 5
f. Théoréme 6

g. Théoréme 7
Déroulement du cours
Dans tout le chapitre, E désigne N ou bien un sous-ensemble de N.

L. Généralités sur les suites numériques

1. Définition
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On appelle suite numérique toute application de E dans R.
a. Notation fonctionnelle d’une suite numérique

D’habitude une application est nommée par les lettres f ou g ou h.... et sa variable est souvent
notée X mais pour une suite numérique, on utilisera plutot les lettres u ou vou w.... et sa variable
sera notée n. Ainsi si u est une suite numérique définie sur E alors sa notation fonctionnelle

est w:E—- R.
n ~ u(n)

v' Exemples

e L’application u: N — R est une suite numérique

n—u(n) =2n-—4

e L’application v: N* = R est une suite numérique
1
nw-v(n) = -

b. Notation indicielle d’une suite numeérique
Soit u: E = R une suite numérique.
n - u(n)

e u(n), ’image d’un élément n de E par u est notée u,, et est dite terme d’indice n ou terme
général de la suite u.

e Comme E est une partie de N alors E admet un plus petit €lément n, et dans ce cas, uy,
est dit premier terme de la suite u.

e Lasuitew:E = R est alors notée (u,,),eg €t cette notation est dite notation indicielle.
n - u(n).
v" Exemples
La notation indicielle de la suite u: N — Rest (u,;)neny avec u, = 2n — 4

n-u(n)=2n—4

v’ Le premier terme de la suite (up) ey €St Uy = —4.
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v Le deuxiéme terme de la suite (u,)pey €St u; = —2

. . .. . 1
La notation indicielle de la suite v:N* — R est (v,)nen avec v, = ~

n|—>v(n)=%

v’ Le premier terme de la suite (vy)pen €St vy = 1
. 1
v' Le deuxiéme terme est v, = p

¢. Remarque

e Pour une suite numérique, on adopte la notation indicielle au détriment de la notation
fonctionnelle.

¢ Il ne faut pas confondre (u,)neg qui est une application et u,,, un terme général de la suite
qui est un nombre réel.

e Deux termes d’une suite numérique (U, )neg sont dits consécutifs si leurs indices sont des
entiers naturels consécutifs. C’est le cas pour u, et Uy, 1.

2. Types de suite numérique

a. Suite définie par une formule explicite

Une suite numérique (uy)peg est dite définie par une formule explicite s’il existe une fonction
numérique f telle que u, = f(n) pour tout n € E. Dans ce cas, si la valeur de n est connue

alors, celle de u,, peut étre directement connue.
v' Exemple

La suite (uy)nen telle.que : u, = 3n — 5 est une suite définie par une formule explicite. En

effet : soit f, lafonction numérique x = 3x — 5. On a alors u, = f(n) pour tout n € N.
Calculons les.termes Uy, Usg €t Uygzy.
b. Définir une suite par une formule de récurrence

Une suite numérique (u,),eg dont la valeur de son premier terme est donnée et telle qu’il existe
une fonction numérique f telle que u,,1 = f(u,) pour tout n € E est dite suite définie par une
formule de récurrence. Dans le cas, la valeur d’un terme de la suite ne peut étre connue que si

les valeurs de tous les termes qui le précédent sont d’abord connues.

v" Exemple
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u0=—2

Uer = 3U, + 2 est une suite définie par une formule de

La suite (up)pen telle que {

récurrence. En effet, la valeur de son 1¥ terme u, est donnée et en posant f, la fonction

numérique x ~ f(x) = 3x + 2 alors U4, = f(u,) pour tout n € N.
Calculer les 4 premiers termes de la suite.

Exercice a faire a la maison

Calculer ug

3. Monotonie ou sens de variation d’une suite
a. Théoréme
e Une suite (u,)neg €St croissante si et seulement si pour tout n €. E,ona: uy,,q —u, =0
(autrement dit U, 11 = uy).
e Une suite (U, ),eg est décroissante si et seulement si pourtout n € E,onau,,q —u, <0
(autrement dit U, 11 < uy).
e Une suite (U, )neg est constante si et seulement sispour tout n € E,ona : u,,q —u, =0
(autrement dit U, 11 = Uy).
b. Remarque
e Dans le 15 et le 2" cas du théoréme, si les inégalités sont strictes alors on dit

respectivement que (U )neg €St'strictement croissante ou strictement décroissante.

e Une suite (u,)neg €St-monotone (respectivement strictement monotone) si elle est

croissante ou décroissante (respectivement strictement croissante ou strictement

décroissante).
¢. Exemple : Etudions le sens de variation de la suite définie ci-
dessous
(Uidnew: Up = —n®* +n—2

d. Propriété

Soit f une fonction numérique, p € N donné et (uy,),>p une suite telle que u, = f(n) pour
tout n = p. Si f est monotone sur [p; +oo[ alors (uy)n>p 1’est aussi et a les mémes variations

que f sur [p; +ool.

Exercice d’application : Etudions le sens de variation de la suite

définie ci-dessous :
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(up)ps1 telle que u, =In (nTH)
4. Suite majorée ; suite minorée et suite bornée
a. Définitions
e Une suite (U, )neg est dite majorée sur E s’il existe un réel constant M tel que pour tout
n € E,ona: u, < M. Dans ce cas le réel M est dit majorant de la suite.
e Une suite (uy)qeg est dite minorée sur E s’il existe un réel constant m tel que pour tout
n € E, ona: u, = m. Dans ce cas le réel m est dit minorant de la suite.
e Une suite (u,) ek est dite bornée sur E si elle est a la fois majorée et minorée sur E.
b. Remarques
e Toute suite croissante (Uy),eg €st minorée sur E par son premier terme. C’est-a-dire si

Uy, est son 1% terme alors pour toutn € E, u, = uy,,.
e Toute suite décroissante (U, )peg €St majorée par sonpremier terme. C’est-a-dire si Uy

est son 1 terme alors pour toutn € E, u, < u, .

3n+4
n+3

c. Exercice d’application : Soit (u,)ss¢'telle que u,, =

- , .- 3n+4 -
1. En utilisant une décomposition de — 5 ontrer que (Un)nso €st majorée.

2. Etudier montrer que (U, ),so €st monotone. En déduire qu’elle est minorée.

3. Montrer que (U, )= €St bornée.

5. Représentation graphique dans le plan de termes d’une suite définie par

U1 =F(uy)

Soit f une fonction numérique, (u,)neg une suite définie par la donnée de son 1¥ terme telle
que u,4q =+f(u,) pour tout n € E. L’objectif est de représenter certains termes de cette suite
sur-les‘axes (0,1) et (O,]) d’un repere orthonormé (O, I,]) sans méme connaitre les valeurs de

ces termes.

N |-

Ug =

Exemple : On considére la suite (uy, ) ey définie par {
Upeq = 2u, +1

Sans les calculer, représentons sur les axes (O,I) et (O,]) d’ repére orthonormé (O, 1,]), les 3

premiers termes de la suite (U, )pen-
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On remarque pour tout n = 0, on a u,,; = f(uy) avec f(x) = 2x+ 1. Pour ce, on trace

(A):y = x puis Cr dans (0, 1,]). La suite se fera graphiquement.
f
6. Démonstration par récurrence

La démonstration (raisonnement) par récurrence est une méthode de démonstration que I’on
peut utiliser pour démontrer qu’ une propriété est vraie pour tout entier naturel n > n, ou n, est

un entier naturel donné.
a. Principe de la démonstration par récurrence
La démonstration par récurrence se fait en 4 étapes :

e 1°%¢ étape : Vérifier que la propriété est vrai pour n =d,. Cette étape est dite
initialisation.

o 2%me étape : Supposer que la propriété est vrai pour un entier n tel que n > ng. Cette
¢tape est dite hypothese de récurrence.

e 3%me &tape : Montrer que la propriété est vrai pour ’entier suivant n ¢’est a dire n + 1.
Cette étape est souvent dite hérédité.

o 4°me étape : Affirmer que la propriété est vraie pour tout n = n,. Cette étape est dite
conclusion.

b. Exemple

n(n+1)
2

On pose S,, = 1+ 2 + 3 +"-- +'n. Démontrer que pour tout n € N*, §,, =

IIL. Suites arithmétiques ; suites géométriques
1. Suites arithmétiques

a." Définition

Une.suite (U, ),eg est dite arithmétique s’il existe un réel constant souvent noté r tel que pour
toutn € E, u,, 1 —u, =r (i.e u,yq = u, +r). Autrement dit, la différence entre deux termes
consécutifs quelconques de (u,),eg est €gale a un réel constant r. Dans ce cas le réel r est dit

raison de la suite arithmétique.
b. Exemple

La suite (u,)nen telle que u, = —2n + 5 est arithmétique de raison -2. En effet pour tout €

Ny —u, =-2n+1)+5—-(-2n+5) =-2.
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¢. Remarque
e Si (up)pey est une suite arithmétique de raison r alors chaque terme est obtenu en ajoutant
la raison r au terme précédenti.e i uy = Uy +71; Uy = U +T5 Ug = Uy + 75 oo j Upyq = Uy + T
o (up)pen est arithmétique de raison nulle si et seulement si elle est constante.

d. Monotonie d’une suite arithmétique
Soit (uy)peg une suite arithmétique de raisonr, on a :

v' Sir > 0 alors (up),eg est strictement croissante sur E.
v' Sir < 0 alors (up)yeg est strictement décroissante sur E.
e. Expression du terme général d’une suite arithmétique

e Théoréme 1

Si (up)pey est une suite arithmétique de raison r alors pour tout entier naturel n € N, on a :

Uy, = Uy + 11

Preuve : Soit(u,) ey est une suite arithmétique de raison r. Montrons par récurrence que pour tout

n€N,ona:u, =uy+rn.

®,

* uy = uy + r(0) donc la propriété est vrai pour n = 0.
7

¢ Supposons qu’elle est vraie pour un entier n > 0 c’est-a-dire supposons que u,, = Uy +1n

% Montrons qu’elle est vrai pour n +'1 c’est-a-dire Uy = Uy +1r(n+ 1)

Comme (up)nen st arithmétique de raison r alors u,,; = u, + r or d’apreés ’hypothese de
récurrenceona: U, = Uy +rndouu, ; =ug+m+r=uy+r(n+1).
7

¢ Ainsipourtoutn € N,onawu, =uy+rn.

e Théoreme 2

Si (up)nen est une suite arithmétique de raison r et u,, est un terme quelconque alors pour tout

entier natureln € Nona: u, =u, +r(n—p).

Preuve :

Comme (uy,)qen est arithmétique de raison r alors d’apres le théoréme 1, ona: u, =uy+rn
pour tout n € N. Ainsi u, = ug + rp. Par suite up, —up, = ug+1n—(uy +rp) =r(n —p) d’out

Uy =Up +7r(n—p).

e Exercice d’application
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Dans chaque cas suivant, donner I’expression du terme général de la suite :

1. (up)pen est une suite arithmétique de raison r = 2 telle que uy = —3. Calculer u;4o puis donner
I’expression du terme général u,, en fonction de n.
2. (up)nen est une suite arithmétique de raison r = —3 telle que us = —11. Calculer uz puis
donner I’expression du terme général u,, en fonction de n.
f. Progression arithmétique

e Définition

Trois nombres réels a, b et ¢ dans cet ordre sont en progression arithmétique. si a + ¢ = 2b

a+c

(leb :T)

e Propriété

Si (up)neg est une suite arithmétique de raison r alors pour tout. € E, u,, u,,q etu,,, dans cet

ordre sont en progression arithmétique.
Preuve : Soitn € E,u,, u,;q et uy,,.

Upyz = Upyq + 7 donc u, + Uptz = Uy A Uppet 7 OF u, +7 = Upgq donc u, + Upyz =

2un+1

g. Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

e Notation

Soient (uy,)neny Une suite numérique, la somme ugy + uq + -+ + u,_; de termes consécutifs de
la suite (up)pey peut étre notée par ug + Uy + -+ + Up_g; = s Ug. On lit : « Sigma k allant

de 0 a n-1 de u»:
Exercice d’application

1. Ecrire la somme vs + vg + -+ + V05, en utilisant le symbole ).
2. Ecrire )}iL; u; comme une somme de termes.

e Propriété

Une somme notée S de termes consécutifs d’une suite arithmétique est calculée par la formule :

nombre de termes de Sx(1F terme de S+dernier terme de S)
2

S =

ou le nombre de termes de S = (indice

du dernier terme - indice du 1* terme)+1
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e Exercice d’application
La suite (up)nen telle que u, = 3n + 5 est arithmétique de raison 3.
Calculer S =Y7_ Uy.

2. Suites géométriques

a. Définition

Une suite (uy)neg est dite géométrique s’il existe un réel constant souvent noté q tel que pour

toutn € E, u,,1; = q u,. Dans ce cas le réel q est dit raison de la suite géométrique.
b. Exemple
La suite (Uy,)nen telle que u, = 3™ est géométrique de raison 3.

¢. Remarque
e Si (uy)neg est une suite géométrique de raison ¢ = 0 alors (uy,)neg est la suite nulle i.e
u, = 0 pour tout n € E.

e (up)ner est une suite géométrique de raison ¢ =.1 ssi (uy )neg €St une suite constante.
Dans la suite, lorsqu’on a une suite géométrique, on suppose que la raison g # 0 et ¢ # 1.

e Si (uy)neg est une suite géométrique de raison q alors chaque terme est obtenu en
multipliant par la raison.q le.terme précédent c’est-a-dire : u; = qug; Uy = quq; us =
quz;...;Uny1 = q Up:

d. Monotonie d’une suite géométrique

Soit (up)neg eStsuite géométrique de raison q et de premier terme u,.

v' Siq < 0alors (u,)peg n’est pas monotone c’est-a-dire ni croissante ni décroissante.
v ~8i\q.> 0 alors (uy)peg €st monotone. De plus on a :

% Si0 < g <1etu, > 0 alors la suite (u,)neg est strictement décroissante.

% Si0 < g <1etu, <0 alors lasuite (u,)neg est strictement croissante.

R/

% Siq > 1etuy, > 0 alors la suite (uy)neg st strictement croissante.
< Siqg > 1etu, <0 alors la suite (up)neg est strictement décroissante.
e. Expression du terme général d’une suite géométrique

e Théoréeme 1
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Si (up)nen €st une suite géométrique de raison q alors pour tout entier naturel n € N, ona: u, =
n
u, q™.

Preuve : Soit(u,),en €St une suite géométrique de raison q et de premier terme u,. Montrons par

récurrence que pour toutn € N,ona:u, =uyq”.

< ug = uyq° donc la propriété est vrai pour n = 0.

% Supposons qu’elle est vraie pour un entier n > 0 ¢’est-a-dire supposons que u,, = Uy q=
n 0

<* Montrons qu’elle est vrai pour n + 1 ¢’est-a-dire Up4q = ug g™+t

Comme (up)pey est géométrique de raison q alors u,,; = q u, or d’aprés 1’hypothése de

récurrence on a : U, = U q® d’oll Up4q; = q(ug q*) = ugp q**L.

Ainsi pour tout n € N, onau, = uyq".

e Théoreme 2 : Si (u,)ney €St une suite géométrique de.raison q et si u, est un terme

quelconque alors pour tout entier naturel n € N, on a: u, = up q"7P.

Preuve : Comme (uy),en €5t géométrique de raison g alors d’apres le théoréme 1, ona:u, =

Upq™ =upq" PP =uyqP X q"P = u, q"P caruy = up qP.

e Exercice d’application : Dans chaque cas 1’expression du terme général de la suite
. , . . . 1
1. (up)npen estune suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme uy = 2

2. (up)nen estune suite géométrique de raison q = —3 telle que ug = 2
f. Progression géométrique

e Définition
Trois nombres réels a, b et ¢ pris dans cet ordre sont en progression géométrique si ac = b2.
e Propriété

Si (ug)peg est une suite géométrique de raison q alors pour tout n € E, u,, u,,q1 et u,,, dans cet

ordre sont en progression géométrique.
Preuve : Soitn € E, up,, uy4q1 et Up,s.

— — _ — 2
Upy2 = G Upyq donc Up-Up42 = q UpUp4q OT § Uy = Upyg donc Up.Up42 = Uptg

g. Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique
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e Propriété

_ant1
Siq¢1a10rsl+q+q2+q3+---+q"=%

Preuve
Supposons que ¢ # 0 et ¢ # 1l etposons S =1+ q+q?> +q> + -+ q"

AinsigS=q+q+q*+q®+--+q" +q"** donc

1—qn+t

Ona:S—qS=1—q""1donc S(1—qg)=1-—q"**! dou S = -

e Conséquence

Une somme S de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison g est calculée par la

187 terme de Sx(l—qnbr de termes de S)

1-q

formule : S =

e Exercice d’application
La suite (uy)qep telle que u, = 3™ est une suite géométrique de raison 3 .
Calculer S = Y7 _, uy

III.  Limite d’une suite numérique

La notion de limite déja vue a propos des fonctions numériques, s’étend au cas des suites
numériques mais pour ces dernieres, la notion de limite ne sera définie que lorsque n tend vers

+00,

Tous les résultats vus sur les limites en +oo des fonctions restent valables avec les suites

numériques.

1. Définitions
e Une suite numérique (u,)qeg est dite convergente si elle admet une limite et si cette limite
est un nombre réel.
e Une suite numérique (u,)neg est dite divergente si elle n’admet pas de limite ou si sa limite
est infinie.
e FEtudier la convergence d’une suite, c’est étudier si elle est convergente ou divergente.
2. Exemple : Etudions les limites des suites (Uy)neny €t (Vn)neny telles que u, =

—n+1 __In(1+n)

ne et vy
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3. Limites d’une suite géométrique
a. Théoréme : Soit q un réel tel que g # 1.

v Si—-1<gq <1alors lirIl q" =0
n—>-+0oo
v’ Siqg > 1alors lirp q" =+ o0
n—>+oo

v' Siq < —1 alors la limite quand n tend vers +oco de g™ n’existe pas.

b. Conséquence
Soit (up)neg une suite géométrique de raison q et de premier terme up.

v Si—1<gq<1lalors lim u, = 0. Dans ce cas, (u,)pecg €st convergente.

n—-+4oo
lim u, = +oosiup > 0
v Sig>1lalorsona:{"*® ) . Dans ce cas; (u est divergente.
q 1121 u, = —oosiup < 0 > ( n)nEE g
n—>4+oo

v' Siq < —1 alors la suite (uy)peg n’admet pas de limite et est donc divergente.

4. Théorémes (admis)
Soient (Up)nek > (Vn)neg €t (Wp)neg des suites et f une’fonction numérique.
a. Théoréme 1
Si (up)neg €st une suite croissante et majorée sur E alors (u,),eg est convergente.
b. Théoréme 2
Si (up)neg est une suite décroissante et minorée sur E alors (u,,),eg est convergente.
c. Théoréeme 3 (Théoreme des gendarmes ou du Sandwich)

Si pour tout n€ E,v, <u, <w, et lim v, = lim w, =1 avec l € R ou | = oo alors
n-+

i
—+00 n—-+oo

lim u, =k En particulier, s’il existe 1 € R tel que pour tout n € E,|u, —1| < v, et

n-+o
lim vy, = 0 alors lim u, =1

n—+oo n—-+oo

d. Théoréme 4

Sipourtoutn € E,u, <vpetsi lim v, = —ocoalors lim u, = — oo.
n—-+oo n—-+oo

Sipour toutn € E, u, = v, etsi lim v, = 4ooalors lim u, =+ oo.
n—-+oo n-+oo

Si pour tout n € E, u, > 0 et si la suite (u,),eg converge vers l alors 1 > 0.

D N N NN

Si pour tout n € E, u, < 0 et si la suite (u,),eg converge vers l alors 1 < 0.

e. Théoréme 5

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


C
&
o)
O
-
D
[
O
<
P
o)
( J
-
O
-
@

WWW.

Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

Soit (u,)neg une suite telle que u,,q = f(uy). Si la suite (u,)eg €st convergente et f est

continue alors lirP u, =1oul est solution de I’équation f(x) = x.
n—>+oo

f. Théoréme 6

Soient (Up)neg €t (Vn)neg des suites telles que v, = f(u,). Si (uy)ueg converge vers 1 et f

continue en | alors lim v, = f(l).
n—-+oo

CHAPITRE 10 : DENOMBREMENT
Durée : 8h
Objectifs spécifiques :

v Restituer le vocabulaire : ensemble fini, cardinal d’un ensemble, produit cartésien, p-
liste, arrangement, permutation et combinaison;

Dénombrer en utilisant des représentations ;

Restituer les formules des p-listes, arrangements et combinaisons ;

Utiliser les formules des p-listes, arrangements-et combinaisons ;

Restituer les notations n !, A} et Cp%

Mod¢éliser des situations concretes.pour résoudre des problémes de dénombrement ;

D D N N N NN

Utiliser la formule du binome.de Newton.
Prérequis :

v" Théories des‘ensembles ;
Supports didactiques : ;

v" Document de Faye-Ka ;
¥ ‘Ordinateur.

Plan de la lecon

I. Notions élémentaires sur les ensembles
1. Notion d’ensemble
a. Exemple
b. Remarque

2. Représentations d’un ensemble
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I1.

I11.

3. Parties d’un ensemble
a. Définition
b. Ensemble des parties d’un ensemble
c. Intersection et réunion
d. Complémentaire d’une partie d’un ensemble
4. Partition d’un ensemble
Ensemble fini
1. Principe additif
2. Dénombrer en utilisant un arbre de choix
3. Produit cartésien
4. Dénombrer en utilisant un tableau a double entrée
Des Outils de dénombrement
1. p-liste
a. Définition, exemple et notation
b. Remarque
c. Propriété
d. Tirages successifs avec remise
e. application
2. p-arrangement
a. Définition, exemple et notation
b. Remarques
c. Propriété
d.. Tirages successifs sans remise
e. “application
3. Permutation
a. Définition et exemple
b. Propriété
¢. Remarques
4. Combinaison
a. Définition et exemple
b. Propriété

c. Tirages simultanés

&

Exemple

e. Triangle de Pascal
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f. Formule du binome de Newton

Application
CHAPITRE 10 : DENOMBREMENT

De quel verbe vient le mot dénombrement ?

Réponse : 11 vient du verbe dénombrer.

Que signifie le verbe dénombrer ?

Réponse : C’est déterminer le nombre d’éléments d’un ensemble.

INTRODUCTION : Le dénombrement est un chapitre qui doit tre traité en classe de premiére
dans le programme de mathématiques du Sénégal. Mais compte tenu des perturbations
chroniques et du volume du programme de mathématiques; rares sont les professeurs qui

arrivent a le traiter en premicére.

L’objectif de cette legon est de donner des outils pour déterminer le nombre d’éléments d’un
ensemble. Parfois, cette tiche peut s’avérer assez délicate par exemple si on veut connaitre le
nombre de mots ayant un sens ou non de cinq lettres distinctes ou non que 1’on puisse former
avec les lettres de I’alphabet francgais alors il est quasiment impossible d’écrire tous ces mots
puis de les compter. Ainsi, tout au long de ce chapitre, nous mettrons en place des outils pour
répondre a une telle question et bien d’autres. Nous allons commencer par donner quelques

compléments sur les ensembles.

I. Notions élémentaires sur les ensembles
1. Notion d’ensemble
Si on collectionne des objets quelconques (de méme nature ou non) que 1’on peut distinguer
deux a deux par un criteére alors on définit un ensemble. Chaque objet d’un ensemble est appelé

¢élément de 1’ensemble.

Un ensemble est souvent noté par une lettre majuscule tandis qu’un élément de cet ensemble

est noté par une lettre minuscule.

a. Exemple
Notons E, I’ensemble des lettres minuscules du mot «Astou». Les éléments de E sont:a;s;

t;oetu.
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aestun élément de E : on écrita € E.
b n’est pas un ¢lément de E : on écrit b € E.

b. Remarque
Par convention un ensemble qui ne contient aucun élément est appelé ensemble vide et est
noté @. Par exemple : ’ensemble des ¢leves de la TS2 de Ndondol de I’année 2022 ayant pour

nom de famille FALL est ’ensemble vide.

2. Représentations d’un ensemble
v’ Lareprésentation suivante : E = {a; s; t; 0; u} est dite écriture en extension de ’ensemble E
des lettres minuscules du mot « astou». Dans une écriture en extension d’un ensemble, les
¢léments de 1’ensemble sont mis entre crochets et dans n’impotte quel ordre. Donc E =

{taus;0l = {a;u;t;0;8} = -

v’ La représentation suivante est dite diagramme de Venn de I’ensemble E = {a; s; t; 0; u}.

3. Parties d’un ensemble

a. Définition et exemple
Un ensemble A est une partie (ou un sous-ensemble) d’un ensemble E si tous les éléments de
A sont aussi des ¢léments de E. Dans ce cas, on note A C E et on lit A est inclus (ou est contenu)
dans E. Par exemple I’ensemble A = {s; t; u} est une partie de E = {a;s; t; 0; u}. on écrit A
E.

b. Remarque
e _Par convention I’ensemble vide est une partie de n’importe quel ensemble E. On a donc

@.c E pour tout ensemble E.

e Tout ensemble E est une partie de lui-méme. On a donc E C E.

c¢. Ensemble des parties d’un ensemble
Soit E un ensemble. L’ensemble dont les éléments sont les différentes parties de E est dit
ensemble des parties de E et est noté P(E). Par exemple pour E = {1; a; t}, une écriture en

extension de P(E) est P(E) = {0, {1}, {a}, {t},{1,a},{1,t}, {a,t}, {1,a,t}}.

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


C
&
o)
O
-
D
[
O
<
P
o)
( J
-
O
-
@

WWW.

Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

d. Intersection et réunion :

Soient A et B deux parties d’un ensemble E.

v" Intersection de deux ensembles
L’intersection de A et B est la partie de E notée A N B (on lit A inter B) dont les ¢léments

appartiennent a la fois a A et a B.

NB : Si A et B n’ont aucun ¢lément commun alors A N B = @ et on dit que A-et B sont disjoints.

v" Réunion de deux ensembles
La réunion de A et B est la partie de E notée A UB (on lit A union B), dont les ¢léments

appartient a A seulement ou bien a B seulement ou bien a A N B.

& ~o

A U B est représenté par la partie grise.

e. Complémentaire d’une partie d’un ensemble
Définition : Le complémentaire de A dans E est la partie de E notée A (on lit A barre) dont les

¢léments sont ceux de E qui ne sont pas dans A.
—’—‘_ —
LD

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


C
&
o)
O
-
D
D
O
<
P
o)
( J
-
O
-
@

WWW.

Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

Exemple : Si E désigne I’ensemble des professeurs du lycée de Ndondol et A I’ensemble des
professeurs mariés dudit lycée alors A le complémentaire de A est I’ensemble des professeurs

célibataires.

Remarque
ANA=@¢ et AUA = E (Autrement dit chaque élément de E est ou bien dans A seulement
ou bien dans A seulement).

4. Partition d’un ensemble :

Soient Ay, Ay, As, ....et Ap des parties non vides d’un ensemble E.

a. Définition

Les parties Ay, A, As, .... et A, forment une partition de E si :
e les parties A, Az, As, ....et Ap sont deux a deux disjointes.
 laréunion des parties Ay, Ay, Ag, ... Ap donne E c’est-a-dire 'A; UA, U A;U...UA, =E.
Autrement dit chaque ¢élément de E est ou bien dans A; seulement ou bien dans A,
seulement... ou bien dans A, seulement.

b. Exemple
Soit E, I’ensemble des él¢ves de terminale.en 2022 du lycée de Ndondol ; A;, I’ensemble des
¢leves de la TS2 ; A,, I’ensemble des éléves de la TL’ ; A3, I’ensemble des éléves de la TL2 A

et A4, ’ensemble des ¢€leves de la TL2B et Ag, I’ensemble des ¢éleves de la TL2 C.
Les ensembles A;; A,; Asz; Ay etAs sont des parties de E et ils forment une partition de E.

¢.. Remarque

Si A est une partie hon vide d’un ensemble E alors A et A forment une partition de E.

II. Ensemble fini
Un ensemble E est fini lorsqu’on peut déterminer le nombre de ses ¢léments. Le nombre

d’¢éléments d’un ensemble fini E est appelé le cardinal de E et est noté card (E).
NB : Dans la suite tous les ensembles considérés sont des ensembles non vides et sont finis.

1. Le cardinal de la réunion
a. Principe additif
Si A et B sont des ensembles disjoints (A N B = @) alors card(A U B) = card(A) + card(B).
Cette propriété est dite principe additif.
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b. Généralisation du principe additif

SiAq, Ay, ....et Ap sont des ensembles 2 a 2 disjoints alors :

card (A1 U A; U ...UA,) = card(A,) + card(A;) + - + card(A,)

Dans la pratique, le principe additif s’applique sous la forme équivalente suivante :

Si une tache peut s’effectuer en plusieurs actions deux a deux disjointes alors le nombre de
facons d’effectuer cette tache est égale a la somme des nombres de fagons d’effectuer chacune

de ces actions.

c. Conséquence du principe additif
e Si A est une partie de E alors card(E) = card(A) + card(A)
e Si A et B sont deux ensembles quelconques alors :

card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A n B)
d. Exemple

Un ensemble E de 100 appareils fabriqués par une usine peuvent présenter deux types de défauts
désignés par défaut 1 et défaut 2. 10 parmi ces appareils présentent le défaut 1, 8 appareils
présentent le défaut 2 et 4 appareils présentent/les deux défauts. En désignant par A ’ensemble
des appareils présentant le défaut 1 et“par B celui des appareils présentant le défaut 2,

déterminer :

1. le nombre d’appareils qui présentent au moins un défaut.

2. En déduire le nombre d’appareils ne présentant aucun défaut.
Solution :

1. L’ensemble des appareils qui présentent au moins un défaut est A U B.
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B)
=10+8—-4
card(AUB) = 14
Donc il y a 14 appareils qui présentent au moins un défaut.
2. Soit C I’ensemble des appareils ne présentant aucun défaut. Ona: E = (AU B) U C car un
appareil de E présente au moins un défaut ou bien ne présente aucun défaut donc et les

ensembles A U B et C sont disjoints. Ainsi : Card(E) = card(A U B) + card(C)

Par suite card(C) = Card(E) — card(A U B)
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=100 — 14
card(C) = 86
Donc il y a 86 appareils qui ne présentent aucun défaut.

2. Dénombrer en utilisant un arbre de choix
En dénombrement, quand on veut déterminer le nombre de fagcons de réaliser une tache qui
s’effectue selon des actions successives, on peut utiliser un arbre de choix qui est composé de

branches.

> Exemple
Amar Fall a oubli¢ le mot de passe de son portable mais il se rappelle qu’il était constitu¢ d’une
lettre minuscule de son prénom, suivi d’un chiffre de I’année 2022 puis d’une lettre majuscule
de son nom. Combien de possibilités y a-t-il pour son mot de passe. ? Citer les.

Solution de I’exemple

3. Produit cartésien de deux ensembles
a. Définition et exemple
Le produit cartésien d’un ensemble A par un ensemble B est I’ensemble noté A X B (on lit A

croix B) dont les ¢léments sont les couples formés par un élément a de A suivi d’un ¢élément b
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de B noté (a,b). Par exemple Pour A = {1;8; —3} et B = {a; 3}, une écriture en extension de

AxBestAxB={(1;a),(1; 3),(8; a),(8; 3),(=3; a),(=3; 3)}
Remarque
Sia # b alors (a,b) # (b, a) tandis que {a; b} = {b; a}.

b. Principe multiplicatif
Si A et B sont deux ensembles alors card(A x B) = card(A) X card(B). Cette propriété est
appelé€e principe multiplicatif. Plus généralement, siAq, A,, .... et Aj, sont des ensembles alors :
card (A; X Az X ...x A,) = card(A,) X card(Az) X ...x card(A,)

¢. Remarque

Dans la pratique, le principe multiplicatif se généralise et s’applique sous la forme équivalente

suivante :

Si une tache peut s’effectuer en p actions successives et 8’il'y a n; facons d’effectuer la

1°T€ action, n, facons d’effectuer la 2°™€ action, n3 facons d’effectuer la 3°™¢ action, ....
, N, facons d’effectuer la p®™e action alors lenombre de facons d’effectuer cette tiche est

nq an Xn3 X...an

NB : Le principe multiplicatif est [un des outils les plus fréquemment utilisés en

dénombrement.

Exercice d’application

Déterminons le nombre d’entiers naturels a trois chiffres distincts.
Solution

Former un'entier naturel a trois chiffres distincts est une tache qui peut s’effectuer en 3 actions

successives.

e La 1°"® action est le choix du 1° chiffre du nombre. Il y a 9 facons possibles de le choisir.
car il y a 10 chiffres mais 0 doit étre exclu.

e La 2°™€ action est le choix du 2°™€ chiffre du nombre. Il y a 9 facons possibles de le

choisir car le 2°™€ chiffre doit étre distinct du premier choisi dans la 1°*¢ action mais

cette fois ci 0 peut étre choisi.
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e La 3°™€ action est le choix du 3°™€ chiffre du nombre. Il y a 8 fagons possibles de le
choisir car le 3°™¢ chiffre doit &étre distinct du 1¢" et du 2¢™¢ chiffre déja choisis.
En appliquant le principe multiplicatif, le nombre d’entiers naturels a trois chiffres distincts est

9 X9 X8 =648.

4. Dénombrer en utilisant un tableau a double entrée

En dénombrement, lorsqu’une tache peut s’effectuer en deux actions successives, on peut
utiliser un tableau a double entrée.

Exemple

On dispose d’une urne U; contenant trois boules numérotées de 1 a 3 et d’une urne U, contenant
trois boules portant les numéros -2, -1 et 0. On tire deux boules de la facon suivante : la premiere
dans U; puis la deuxiéme dans U, et on note dans I’ordre des tirages les deux numéros des
boules tirées. Déterminer le nombre de tirages de deux boules dont 1a'somme des numéros tirés

est un entier relatif pair. Citer ces tirages.
Solution

On peut utiliser un tableau a double entrée.

Numéros des | 1 2 3

boules de U; »

Numéros des

boules de U,

\4

-2 (1:-2) (25-2);8=01(3;-2);8=1
S=-1

-1 (1;-1) 2;-1);S=1]|@3;-1);S=2
S=0

0 (1;0);8S=1{(2;0);S=2 | (3;0);S=3

Le nombre de tirages dont la somme des numéros est un entier relatif pair est 4. Ces tirages

sont : (2:-2);(1;-1); (3;-1)et(2;0).

Exercice a faire : Une marque d’automobile produit 3 modeles A, Bet C :
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v' Le modéle A se fait en types : Berline et break.
v Le modéle B se fait en trois types : Berline, break et cabriolet.

v Le modéle C se fait en deux types Cabriolet et break

Chaque voiture est vendue en 4 couleurs. Combien de choix s’offrent a un client désirant

acheter une voiture de cette marque ?

III.  Outils de dénombrement
1. p-listes
a. Définition, exemple et notation
Soit E un ensemble de cardinal n et p un entier naturel (p = 1). Une p-liste. (ou p-uplet)
d’¢éléments de E est une suite ordonnée de p ¢éléments distincts ou non de E. Par exemple si E =

{a, b, c} alors

e ab estune 2-liste d’éléments de E.
e Dbab est une 3-liste d’éléments de E.
e bbbb est une 4-liste d’éléments de E.

Remarque

e Avec les p-listes, I’ordre des ¢léments est important et que la répétition est possible.

e Pour un ensemble E de cardinal n, on peut avoir une p-liste d’éléments de E tels que p = n
b. Propriété

Si card(E) = n et p est un entier tel que p = 1 alors le nombre de p-listes d’éléments de E

est nP. Par exemple, le nombre de 2-listes de E = {a, b, c} est 32 = 9.

c. Tirages successifs avec remise
Tirer successivement avec remise p ¢léments parmi les n éléments d’un ensemble consiste a les
tirer un par.-un, en remettant a chaque fois I’élément tiré avant de tirer le suivant. En les tirant
successivement, on établit un ordre de sortie entre ces ¢léments tirés et comme il y a remise, on
peut tirer un €élément, le remettre, le tirer a nouveau, le remettre, le tirer une 3eMe fois, ...... A
la fin des p tirages, le résultat obtenu peut €tre identifié a une p-liste d’éléments de cet ensemble.

Ainsi le nombre de tirages successifs avec remise de p éléments tirés parmi n éléments est nP.

Exemple
Une urne contient 6 boules numérotées 1 a 6. On tire successivement avec remise 2 boules de

I’urne. Déterminons le nombre de tirages possibles.
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Solution

Comme on tire successivement avec remise 2 boules dans un sac contenant 6 boules alors un
tirage est une 2-liste d’éléments pris parmi les 6 boules de I'urne donc le nombre de tirages

possibles est 62 = 36

2. Arrangement
a. Définition, exemple et notation
Soit E un ensemble de cardinal n et p un entier naturel (1 < p < n). Un arrangement de p
¢léments (ou p-arrangement) de E est une liste (suite ordonnée) de p ¢léments-distincts de E.

Par exemple si E = {1; 5; 6} alors :

e 15 estun arrangement de 2 éléments de E.
e 651 et 516 sont des arrangements de 3 éléments de E.
Remarque : Avec les arrangements, [’ordre des éléments €st'important et qu’il n’y a pas de

répétition d’¢éléments.

b. Propriété
Si n et p sont des entiers naturels tels que (2 < p < n ) alors le nombre d’arrangements de p
éléments pris parmi les n éléments est noté AP et est égal au produit des p entiers consécutifs

dont le plus grand estn. AP selit« Anpw».Ona: A  =n(n—1)(n—2)...(n—(p—1))

Exemple
e Le nombre d’arrangements-de 2 €léments pris parmi 5 €léments est noté Af; et est égal a
A =5x4=20
e Le nombred’arrangements de 3 éléments pris parmi 6 éléments est noté A2 et est égal a
A2 =6x5x4=120
Remarque
o Al =n
e Par convention A% = 1
e Sip>nalors Al =0
c. Tirages successifs sans remise
Tirer successivement sans remise p ¢léments parmi n ¢léments consiste a les tirer un par un, en
¢cartant a chaque fois 1’¢lément tiré¢ avant de tirer le suivant. En les tirant successivement, on
¢tablit un ordre de sortie entre ces €léments tirés et comme il y n’y a pas de remise alors les p

¢léments tirés sont distincts. Ainsi a la fin des p tirages, le résultat obtenu peut étre identifié a
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un arrangement de p éléments parmi ces n éléments. Ainsi le nombre de tirages successifs sans

remise de p éléments tirés parmi n éléments est AP,

d. Exemple
Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5. On tire successivement sans remise 2 boules
de I'urne. Déterminons le nombre de tirages possibles.

Solution

Comme on tire successivement sans remise 2 boules dans une urne contenant 4 boules alors le

nombre de tirages possibles est AZ = 5 x 4 = 20

3. Permutation
a. Définition et exemple
Soit E un ensemble de cardinal n. Une permutation de E est un atrangement de n ¢léments de

E. Par exemple si E = {a, b, ¢, } alors abc ; bac ; bca .... sont'des permutations de E.

b. Propriété
Si n est un entier tel que n > 2 alors le nombre‘de permutations d’un ensemble contenant n

éléments est AR =n(n—1)(n—2)...x 2 X 1.

¢. Remarques
e Al est noté n! et se lit « factorielle n ». Ainsi n! =n(n—1)(n—2)....x 2 X 1 est le
produit des n premiers entiers consécutifs.
e Par convention 0! =1! =1
n!

e Si0<p<nalosAP = — (Cette formule n’est pas pratique pour faire des calculs)

Exercice : Calculer 2!; 3! et 6!
Solution

o\ 2l=2%x1=2;
e 3l=3x2%x1=6
o 6/l=6X5%Xx4%x3x2%x1=720
4. Combinaison
a. Définition et exemple
Soit E est un ensemble de cardinal n et p un entier naturel tel que 0 < p < n. Une Combinaison

de p éléments de E est une partie de E de cardinal p. Par exemple si E = {a, b, ¢, d} alors :
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e {a} est une combinaison d’un élément de E.
e {a,b} estune combinaison de 2 éléments de E.

Remarque

e Une combinaison se note avec des accolades.
e Dans une combinaison, les éléments ne sont pas ordonnés et il n’y a pas de répétition
d’élément.
b. Propriété
Si E est un ensemble de cardinal n et p un entier naturel tel que 0 < p < n alors-le.nombre de
P
n

combinaisons de p éléments de E noté CE (onlit « Cnp »)est égal a C ==L.etona:
p!

Y g - p!(:!—p)!

v Q=cr=1

v Cl=cCi1l=n

v Ch=CpP

v ch=cl  + Cg:i avec 1 < p < n (Formule de Pascal)
v Sip>nalorsCt =0

c. Tirages simultanés
Tirer simultanément p éléments (1 < p < n) parmi n éléments distincts e;; e,; e€3;...; ey
consiste a tirer les p éléments d’un seul coup. En tirant d’un seul coup p éléments, alors ces p
¢léments sont distincts etil n’y a pas d’ordre de sortie entre eux. A la fin du tirage, on obtient
un résultat que 1’ony peut identifier a une partie de cardinal p de I’ensemble E =
{eq; ey; es3;...; ey} Ainsi le nombre de tirages simultanés de p éléments tirés parmi n éléments
distincts est..€galiau nombre de parties de cardinal p d’un ensemble de cardinal n c’est-a-dire

cP.

d. Exemple
Un sac contient 10 boules numérotées de 1 a 10, on tire simultanément 7 boules du sac.

Déterminer le nombre de tirages possibles.

Solution
Comme on tire simultanément 7 boules dans un sac contenant 10 boules alors le nombre de

tirages possibles est C], = C3, = 120.

e. Triangle de Pascal (Blaise)
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Le triangle de Pascal est un tableau triangulaire a double entrée qui donne les valeurs des Ch ,
les nombres de la 1% colonne sont les valeurs de n tandis que ceux de la 1% ligne sont celles
de p. Saufla premiére cage, toutes les cages de la 2™ colonne sont occupées par 1 et la formule
ch = C£—1 + Cg:; , 1 < p < nestla clé pour remplir les autres cages du tableau c’est-a-dire
le nombre qui occupe chacune de ces cages s’obtient en faisant la somme du nombre qui occupe
la cage qui est au-dessus et de celui qui occupe la cage qui est a gauche de cette derniére. Les

cages vides étant considérées comme occupées par 0.

f. Formule du bindéme de Newton
La formule du binome de Newton est une formule qui donne une forme développée et réduite

de (a + b)" ou a et b'sont des nombres réels et n un entier naturel ( n > 2).

01112 |3 (415
ol1| | | | | [
] T

C% 212t | | [ [

q)' 301033 (1 | | |.oiin

8 40146 |4 1] [

Q 5(1(5/10]10(5(1]......

o)

O

>

?

()]

®

- )

@)

Pl

®

- —23.2
Ona: (a+b)" = Cla"+ cla"'b + C2a"2b® + -+ CIb"

n

_ z Ckgkpn-k

k=0

n
= Z Ckankpk
i=0

2
=
=

Application
(a+b)3 =cla®+ cla® b + C3a°2b* + C3a%3 b% = 1a% + 3a®b + 3ab? + 1b°®
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(a+b)® =a3+3a%b+ 3ab? +b3

(a+Db)* =cla* + cla* b + Cia* 2% + C3a*~3b3 + Cla**b*
= 1a* + 4a%b + 6 a> b? + 4 ab® + 1b*
(a+b)* =a* +4a3b + 62’ b% + 4ab3 + b*

CHAPITRE 11 : PROBABILITES
Durée : 8h
Objectifs spécifiques :

v’ Restituer le vocabulaire probabiliste ;

v’ Calculer la probabilité d’un événement ;

v" Restituer et utiliser la formule de la probabilité de la réunion de deux événements et de
I’événement contraire ;

v’ Restituer et utiliser la formule de la probabilit¢é d’un événement dans le cas de

I’équiprobabilité ;

Calculer la probabilité conditionnelle.d’un événement ;

Montrer que deux événements sont indépendants ;

Restituer et utiliser la formule des probabilités totales ;

Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire ;

Calculer I’espérance, la variance et I’écart type d’une variable al¢atoire ;

Déterminer etreprésenter la fonction de répartition d’une variable aléatoire ;

AN N N N N

Restituer et utiliser la formule de la loi binomiale.
Prérequis.:

v “Dénombrement ;

v/ Représentation graphique d’une fonction en escalier.
Supports didactiques : ;

v" Document FASTEF ;
v Ordinateur ;
v VISA BAC.

Plan de la lecon
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I.  Vocabulaire utilisé en probabilité
1. Expérience aléatoire et univers
2. Evénement
a. Eventualité
b. Evénement
c. Remarques
d. Evénement « A et B » ; événement « A ou B »
Remarque
e. Evénement contraire
II. Notion de probabilité
1. Définition
2. Propriétés
3. Exemples
4. Equiprobabilité
a. Propriété
b. Exemple
III.  Probabilité conditionnelle
1. Définition et notation
2. Propriétés
3. Exemple
4. Formule des probabilites totales
a. Théoreme 1
b. Théoreme 2

c. Exemple
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5. Evénements indépendants
a. Définition

b. Théoréme

WWW.

6. Arbres pondérés
a. Propriétés
b. Exemple
IV.  Variable aléatoire
1. Définition
2. Exemple

3. Univers image d’une variable aléatoire
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4. Définition d’événements a partir d’une variable aléatoire
5. Loi de probabilité d’une variable aléatoire

a. Propriété

b. Exemple
6. Espérance mathématique-variance et écart type
7. Fonction de répartition

a. Définition

b. Exemple

c. Représentation
8. Loi binomiale

a. Définition 1

b. Définition 2

c. Théoréme

d. Exemple

CHAPITRE 11 : PROBABILITES

INTRODUCTION:

Dans cette vie, il y a des phénomeénes aléatoires (phénoménes dont on ne peut pas prédire avec
certitude la réalisation ou non). Par exemple peut-on dire avec certitude si demain il fera chaud
ou froid ? S’il va pleuvoir ounon?_Ainsi la probabilité est une branche des mathématiques qui
a pour objet 1’étude des phénomenes aléatoires. Il s’agit donc d’une science qui peut permettre
de prédire la fréquence d’apparition de tels phénomenes. C’est pourquoi, elle est devenue quasi
incontournable dans.plusieurs domaines de la vie tels que la météo, la médecine, la gestion et

la finance pour ne citer que cela.

I. Vocabulaire utilisé en probabilité
1. Expérience aléatoire et univers
e On dit qu’une expérience est aléatoire si elle est imprévisible (on ne peut pas déterminer
avec certitude son résultat) mais on peut décrire I’ensemble des résultats possibles. Une
expérience aléatoire est aussi appelée épreuve.
e [’ensemble des résultats possibles d’une épreuve est appelé univers et est souvent noté ().

2. Exemples
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v" Quand on lance une piéce de monnaie puis on note la face supérieure apparue alors on a
une épreuve dont ’univers est Q = {pile; face}.
¥v" Quand on lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6 puis on note le chiffre
apparu sur sa face supérieure, on a une épreuve dont ’univers est Q = {1; 2; 3; 4; 5; 6}.
3. Evénement

a. Eventualité

Dans une épreuve, on appelle éventualité, tout résultat possible de 1’épreuve. Par exemple dans
le lancer d’une piece de monnaie, pile est une éventualité tout comme face et dans.l’épreuve du

lancer d’un dé cubique, 1 ;2 ; 6 ... sont des éventualités.
b. Evénement

Dans une épreuve d’univers (), on appelle événement, tout sous=ensemble () c’est-a-dire tout
ensemble d’éventualités. Par exemple dans 1’épreuve du lancer'd’un dé cubique, A = {2; 4; 1}
est un sous-ensemble de 'univers Q = {1;2; 3; 4; 5; 6}.donc A est un événement de cette

épreuve.

¢. Remarques : Dans une épreuve,
e L’ensemble vide est un événement appelé événement impossible.
e L’univers ( est un événement appelé€veénement certain.
e Un événement contenant une seule éventualité est appelé évenement élémentaire.
¢ On dit qu'un événement A se réalise si on obtient comme résultat, une éventualité de A.

d. Evénement« A et B » ; événement « A ou B »
Soient A et B deux événements dans une épreuve.

e [’événement A N B est dit événement « A et B ».
e [’¢événement A U B est dit événement « A ou B »,

Remarque
Quand A N B = @, on dit que A et B sont incompatibles.
e. Evénement contraire

Dans une épreuve d’univers (), A, le complémentaire d’un événement A dans Q est dit

événement contraire de A.
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II. Notion de probabilité

1. Définition

Dans une épreuve d’univers (), on appelle probabilité d’un événement A, le réel noté P(A)

appartenant a ’intervalle [0; 1] tel que :

e SiA=QalorsP(A) =1

e SiA=¢@alorsP(A) =0

e Pourtout événement A = {e;; e,; ...; ey} alors P(A) = P({e;}) + P({e,}) + --<+ P({e,})
2. Propriétés

e P(A)=1-P(A)

e Si A et B sont incompatibles alors P(A U B) = P(A) + P(B)

e Si A et B sont quelconques alors P(A U B) = P(A) + P(B) —P(ANB)

o SiAj; Ay;....; A, sont des événements deux a deux incompatibles alors
P(Al V) AZ U...U An) = P(Al) + P(Az) + .- P(An)
3. Exemple

On lance un dé cubique truqué (pipé) dont-les faces sont numérotées de 1 a 6. On note p;, la
probabilité d’apparition de la face numéro 1 telle que : p; = py; p3 = ps =3 P1; Ps = Pe =
2 P1-

1. Calculer pq

2. Calculer la probabilité de 1’événement A : « Obtenir une face de numéro supérieur a 3. »
Solution

L’univers de cette épreuve est Q = {1;2;3;4; 5; 6}. Ainsi: {1}, {2}, {3}, {4}, {5} et {6} sont
les événements ¢élémentaires de ['univers (). Par définition de la probabilité d’un événement, on
a: P(Q) =P{1}) +P{2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}). De plus, P(2) = 1 donc,
P({1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) = 1. Or d’aprés ’énoncé, P({1}) est
noté par p; , P({2}) par p,, ..., P({6}) par pg. On peut donc utiliser ces notations et écrire :

p1+p2+ ps+pst pstps=1

1. Commep; +p;+ p3s+ps+ ps+pe=1¢€tp; =pz; P3 =Ps =3P1; Ps =P =

2pidonc p;+p;+3p1+3p1+2p;+2p;=1doul2p; =1. Ainsi,p1=%.
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2. L’événement A : «Obtenir une face de numéro supérieur a 3.» peut aussi s’écrire : A =

{4;5; 6} donc P(A) = p4 + ps + ps Or p, = 3py et ps = ps = 2 p; donc
P(A) =3p; +4p; =7pyd’ou P(A) ==

Exercice a faire : Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 a 6. Lorsqu’on tire au hasard un

jeton de I’urne, on note p;, i € {1; 2; 3; 4; 5; 6}, la probabilité de tirer le jeton numéroté i.

1. On suppose que les nombres py; P2; P3; Pa; Ps; Pe sont dans cet ordre en progression
arithmétique de raison %. Déterminer p; puis en déduire p,; P3; Pa; Ps; Pé-
2. On suppose que les nombres p;; P2; P3; Pa; Ps; Pe sont dans cet ordre en progression

géométrique de raison P Déterminer p; puis en déduire p,; Ps3; Pa; Psi-Pe-

4. Equiprobabilité

Dans une épreuve d’univers (), on dit qu’ilvy~“a équiprobabilité si tous les événements
¢lémentaires ont la méme probabilité.“Dans les exercices, 1’équiprobabilité est annoncée par
des expressions comme : tirer au-hasard, boules indiscernables au toucher, dé parfait ; piece

équilibrée, cartes bien battues.....
a. Propriété

Dans une épreuve.d’univers (1, s’il y a équiprobabilité alors la probabilit¢ d’un événement A

Card(A)

est P(A) = T

NB : S’il y a équiprobabilité, calculer une probabilit¢é d’un événement se raméne a

probléme de dénombrement.
b. Exemple

On tire simultanément au hasard 3 boules d’une urne contenant 4 boules rouges numérotées de
1 a4 et 7 boules noires numérotées de 1 a 7. Les boules sont indiscernables au toucher. Calculer
la probabilité des événements suivants :

1. A : «Tirer une boule rouge et deux boules noires »
2. B : «Tirer des boules de méme couleur.»
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3. C: « Obtenir deux couleurs différentes.»

Solution

Comme les boules sont indiscernables au toucher et que le tirage se fait au hasard, on considere

Card(A)
card(Q)

qu’il y a équiprobabilité donc on peut utiliser la formule P(A) = pour tout événement

A.

L’univers Q de cette épreuve est ’ensemble des tirages simultanés de 3 boules parmi les 11

_ A} 11x10%9

boules de I’urne donc card(Q) = C3, = S = = 165 d’ou card(Q) = 165

1. Pour la réalisation de I’événement A, on doit tirer une boule rouge parmi les 4 boules
rouges que contient I’'urne et deux boules noires parmi les 7 boules noires de 1'urne.

Donc card(A) = C1 x CZ2 = 4 x 21 = 84. Donc card(A) =-84. Par suite

Card(A) _ 84 _ 28
card(Q?) 165 55

P(A) =

2. Pour laréalisation de I’événement B, on doit tirer 3 boules de méme couleur. Ainsi deux
cas disjoints se présentent : tirer 3 boules rouges parmi les 4 boules rouges de I’urne ou

tirer 3 boules noires parmi les 7 boules noires de 1’urne. donc card(B) = C3 + C3 =

_ _ . __ Card(B) _ 39 _ 13

4 + 35 = 39 Donc card(B) = 39. Parsuite P(B) = Sard(® — 165 — 55

3. Pour la réalisation de I’événement C, on doit avoir deux couleurs différentes sur les 3
boules que I’on doit tirer. ‘Ainsi, on a les deux cas disjoints suivants : tirer 1 boule rouge

et deux boules noires ou tirer 2 boules rouges et une boule noire. Donc card(C) = C} X

Card(C) __ 126 _ 42
card(Q) 165 55

CZ + C2 X C3 = 84 + 42 = 126. Par suite P(C) =

Exercice : Pour exemple ci-dessus, calculer la probabilité d’obtenir une boule noire et deux

boules rouges.

III. . Probabilité conditionnelle

1. Définition et notation

Soient A et B deux événements d’une épreuve telle que P(A) # 0. La probabilité conditionnelle

P(ANB)

de B sachant que A est réalisé, notée P(B/A) ou Py(B) est: P(B/A) = P,(B) = TOR

P(B/A) = Po(B) se lit « P de B sachant A »

2. Propriétés
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» SiP(A) # 0 et P(B) # 0 alors P(ANB) = P(B/A) x P(A) = P(A/B) x P(B)
> P(B/A) =1-P(B/A)etP(A/B) =1—P(A/B)
3. Exemple

Une urne contient 2 boules vertes numérotées de 1 a 2, trois boules jaunes numérotées de 1 a 3
et 4 boules rouges numérotées de 1 a 4 qui sont indiscernables au toucher. On tire
successivement sans remise 3 boules de 1’urne. Calculons la probabilité d’avoir 3 boules de

méme couleur sachant que la premiére boule tirée est rouge.
Solution

On a I’équiprobabilité car les boules sont indiscernables au toucher. L univers Q de cette
épreuve est I’ensemble des triages successifs sans remise de 3 boules prises parmi 9 boules.

Donc card(Q) = A3 =9 x 8 x 7 = 504.

Soit I’événement A : « avoir 3 boules de méme couleur » ¢t B. -« 1a 1™ boule tirée est rouge »
NB : Le terme sachant laisse souvent penser a une probabilité conditionnelle.

Nous voulons calculer la probabilité de A .sachant que B est réalisé c’est-a-dire P(A/B) =

P(ANB)
P(B)

A N B : « Avoir 3 boules de méme couleur et la 1™ tirée est rouge »
Avoir 3 boules de méme-couleur et la 1°7€ tirée est rouge = Avoir 3 boules rouges donc

A N B: « Avoir 3 boules rouges»

card(AnB) _ 24 1

_ 3 _ _ LI —
card(A N B)=A} =4 x3x2=24dod P(ANB) = <" = = = —

L’événement B consiste a tirer une 1°"¢ boule qui est rouge donc les deux autres boules peuvent
étre 'de couleurs quelconques c’est-a-dire qu’on va tirer les deux boules restantes dans les 8

boules qui restent dans 1’urne puisque nous en avons déja tiré une boule. D’ou
card(B) = A} X A2 = 4 X 8 X 7 = 224

card(B) _ 224 4

card(Q) T 504 9

P(B) =
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1
21

P(ANB)

P(A/B) = S

X

1o
I

\ol-{al,‘:’|>-\

4. Formule des probabilités totales

a. Théoréme 1 (Formule des probabilités totales pour 2 événements)
Dans une épreuve, si A et B sont deux événements alors :

e P(A)=P(ANB)+P(ANnB)=P(A/B) xP(B) +P(A/B) x P(B) et
e P(B)=P(BNA)+P(BNA)=P(B/A) xP(A)+P(B/A) xP(A)

b. Théoréme 2 (Formule générale des probabilités totales)

Dans une épreuve, si A4, A,, ..., A, sont des événements qui forment une partition de 1’univers )

alors la probabilité d’un événement A peut s’écrire :
P(A)=P(ANA)+PANA)+-+PANA,)
=P(A/A;) X P(A;) + P(A/A,) X P(A,)+..+P(A/A;) X P(AL)
¢. Exemple

Dans un lot de pieces fabriquées, il y a 5% de picces défectueuses. On controle les piéces mais

le mécanisme de contrdle n’est pas totalement fiable de telle sorte que :

e Siune picce est bonne alors elle est acceptée avec une probabilité de 0,96.
e Si elle est défectueuse alors elle est refusée avec une probabilité de 0,98.
On choisit au hasard une pic¢ee que 1’on contrdle et on désigne par A, I’événement « la picce est

bonne » et par B, I’événement « la piece est acceptée ».

1. Donner la probabilité de B sachant A puis la probabilité de B sachant A.

2. Calculer la probabilité de B sachant A. En déduire la probabilité de I’événement : « la piéce
est refusée. »

3. Calculer la probabilité de I’événement : « la piece est refusée et elle est bonne »

4. Calculer la probabilité de A sachant B.

Solution :

NB : Un pourcentage exprime souvent une probabilité.

Télécharger a www.groupe-excellence.sn


MAC

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
www.groupe-excellence.sn

MAC
Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

MAC
Télécharger à

MAC

MAC
 

MAC
 

MAC
 

MAC


C
&
o)
O
-
D
D
O
<
P
o)
( J
-
O
-
@

WWW.

Pour vos cours en ligne, contactez-nous au 781177433

1. La probabilit¢ de B sachant A, P(B/A) est la probabilité pour que la piéce soit acceptée
sachant qu’elle est bonne. Or d’apres 1’énoncé, si une piece est bonne alors elle est acceptée

avec une probabilité de 0,96 donc P(B/A) = 0,96.

B est I’événement « la piéce est acceptée » donc B est 1’événement « la piéce est refusée.» et A

est I’événement « la piece est bonne » donc A est I’événement « la piece est défectueuse.»

La probabilité de B sachant A, P(B/A) est la probabilité pour que la piéce soit refusée sachant
qu’elle est défectueuse. Or d’apres 1’énoncé, si une picce est défectueuse alors elle est refusée

avec une probabilité de 0,98 donc P(B/A) = 0,98.
2. La probabilité de B sachant A, P(B/A) = 1 — P(B/A) =1 — 0,96 = 0,04.

La probabilité de I’événement : « la piéce est refusée. » est P(B)

D’aprés la formule totale des probabilités, P(B) = P(B/A) P(A) + P(B/A) P(A). Comme P(A)
est la probabilité pour que la piece soit défectueuse et que d’apres I’énoncé, il y a 5% de picces
défectueuses donc P(A) = 5% = 0,05 d’ou P(A) = 1.— P(A) =1 — 0,05 = 0,95 Par suite,
P(B) = 0,98 x 0,05 + 0,04 x 0,95 = 0,087.

3. La probabilité de 1’événement : « la“‘piéce est refusée et elle est bonne » est P(B N A).
P(BNn A) = P(B/A) P(A) = 0,04 x 0,95 = 0,038.

P(AnB) _ P(BnA) _ 0,038

4. La probabilité de A sachantB, P(A/B) = e = P = tom

= 0,4367

Exercice a faire : Pour ’exemple ci-dessus, calculer : la probabilité de I’événement : « la piece
est défectueuse et elle est acceptée. », la probabilité pour que la piéce soit défectueuse sachant

qu’elle est acceptée et la probabilité pour que la piece soit bonne sachant qu’elle est acceptée.

5...Evénements indépendants

a. Définition

Dansune épreuve, deux événements A et B sont indépendants si la réalisation de 1’un ne modifie

pas la probabilité de I’autre c¢’est-a-dire P(A/B) = P(A) et P(B/A) = P(B)
b. Propriété
Dans une épreuve, deux événements A et B sont indépendants si et seulement si

P(ANB) = P(A) x P(B)
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6. Arbres pondérés

En probabilité, les arbres pondérés permettent de visualiser une situation et peuvent aider a
calculer des probabilités d’événements. Ce sont des arbres de choix qui sont composés de
nceuds et de branches telles que chaque nceud représente un événement et chaque branche méne

vers un événement.

a. Comment construire un arbre pondéré
e Le premier nceud représente I'univers.
e Sur une branche qui relie I’'univers a un événement A, on indique la probabilit¢ de A, P(A).
e Sur chaque branche reliant un événement A a un événement B, on indique une probabilité

conditionnelle comme suit :

P(B/A)
A B avec A étant plus proche de I’univers que B.

e Lasomme des probabilités sur les branches issues d’un méme nceud est égale a 1.

e Un chemin est une succession de branches issues de 1’univers.

e Un chemin détermine I’intersection des événements représentés par ses nceuds et la
probabilité de cette intersection est le produit-des probabilités qui sont sur les branches de
ce chemin.

b. Exemple

Dans un lot de pieces fabriquées, il 'y a 5% de picces défectueuses. On controle les pieéces mais

le mécanisme de contrdle n’est pas totalement fiable de telle sorte que :

e Siune picce est-bonne alors elle est acceptée avec une probabilité de 0,96.
e Si elle est.défectueuse alors elle est refusée avec une probabilité de 0,98.
On choisit auhasard une piece que 1I’on controle et on désigne par A, I’événement « la piéce est

bonne» et par B, I’événement « la picce est acceptée ».

1. Donner la probabilité de B sachant A puis la probabilité de B sachant A.

2. Calculer la probabilité de B sachant A. En déduire la probabilité de I’événement : « la piece
est refusée. »

3. Calculer la probabilité de I’événement : « la piece est refusée et elle est bonne. »

4. Calculer la probabilité de A sachant B.

Solution
Comme on a des probabilités conditionnelles, on peut penser a construire un arbre pondéré.
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0,95 A % B
Univer
05 % B
A %

B

D’aprés le texte, la probabilité de B sachant A est P(B/A) = 0,96 ¢t la probabilité de B sachant
A est P(B/A)=0,98. Ainsi on peut écrire ces probabilités conditionnelles sur les branches de
’arbre.

Comme la somme des probabilités sur des branchesissues d’un méme nceud est égale a 1 alors
P(B/A)=1-0,96=0,04. La probabilité de I’événement :: « la piéce est refusée. » est P(B). On
voit que pour avoir B, on a le chemin univers'—'A— B ou le chemin univers — A — B. La
probabilité correspondant au 1" chemin.est 0,95 X 0,04 et la probabilité correspondant au 2°™°

chemin est 0,05 X 0,98. Ainsi P(B)= 0,95 X 0,04 + 0,05 X 0,98 = 0,087.

. probabilité de I’événement : « la picce est refusée et elle est bonne » est P(B N A). Cette

probabilité correspond au produit des probabilités situant sur le chemin univers — A— B Donc
ona, P(BNA) = 0,95 x 0,04 = 0,038.

P(ANB) _ 0038 _ 0,4367

La probabilité de A-'sachant B est P(A/B)= PE o087

IV. Variable aléatoire

1. ‘Définition

On appelle variable aléatoire sur I’'univers Q2 d’une épreuve, tout procédé qui permet d’associer
a chaque éventualité (résultat) de cette épreuve, un unique réel. Autrement dit une variable
aléatoire sur un univers € est application de Q dans R. Une variable aléatoire est souvent notée

X.

2. Exemple
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Une urne contient 2 boules vertes numérotées 1 et 2 ; 3 boules jaunes numérotées de 1 a3 et5
boules rouges numérotées de 1 a 5, indiscernables au toucher. On tire au hasard et
simultanément 3 boules de cette urne. L univers Q de cette épreuve est ’ensemble des tirages
simultanés de 3 boules parmi 10 boules. En associant a chaque tirage simultané de trois boules,

le nombre de couleurs obtenu, on définit une variable aléatoire X.
3. Univers image d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire sur un univers Q d’une épreuve, ’'univers image de X noté X(€2)
est I’ensemble des valeurs possibles de X. Dans I’exemple ci-dessus, les valeurspossibles de X
sont : 1 ;2 et 3 car dans un tirage simultané de 3 boules parmi 10 boules comprenant des boules
vertes, des boules jaunes et des boules rouges, on peut avoir une seule couleur dans les 3 boules
tirées, ou deux couleurs dans les 3 boules tirées ou trois couleurs-dans les trois boules tirées.

On a donc X(Q)= {1;2;3}.
4. Définition d’événements a partir d’une variable aléatoire

La variable aléatoire X d’univers image X(Q)={1;2;3} de I’exemple ci-dessus permet de

définir les événements suivants :

e (X =1)signifie que X prend la valeur 1 et désigne I’événement « L’ensemble des tirages
simultanés de 3 boules parmi 10 boules dans lesquels on a 1 seule couleur».
o (X = 2) signifie que X prend-la valeur 2 et désigne I’événement « L’ensemble des tirages
simultanés de 3 boules parmi 10 dans lesquels on a deux couleursy.
e (X = 3) signifie.que X prend la valeur 3 et désigne 1’événement « L’ensemble des tirages
simultanés de 3-boules parmi 10 dans lesquels on a trois couleursy.
5. Loi de probabilité d’une variable aléatoire

a.. Exemple

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X de I’exemple ci-dessus dont I’univers

image est X(Q)= {1; 2; 3} consiste a calculer les probabilités des événements :
(X =1); (X=2) et (X = 3) notées respectivement p, ; p, et ps.
Déterminons la loi de probabilité de la variable aléatoire X ci-dessus.

On calcule ainsi p; = P[(X =1) ]; p2 = P[(X = 2)] etp; = P[(X = 3)]
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3
card(Q) = C3, = % = 2% = 120.

(X =1) est I’événement « L’ensemble des tirages simultanés de 3 boules parmi 10 dans
lesquels on a 1 seule couleur » ¢’est-a-dire tirer 3 boules jaunes ou tirer 3 boules rouges donc

card[X=1)]=C +C3 =11

_card[(X=1)] _ 11
1= card(Q) 120
__ card[(X=2)]
27 card(Q)

(X = 2) est I’événement « L’ensemble des tirages simultanés de 3 boules parmi 10 boules dans
lesquels on a deux couleurs» c’est-a-dire tirer une boule rouge et deux boules vertes ou tirer
deux boules rouges et une boule verte ou tirer deux boules rouges et une boule jaune ou tirer
une boule rouge et deux boules jaunes ou une boule verte et’deux boules jaunes ou une boule
jaune et deux boules vertes donc card[(X =2) ] = C: x €2 +CEx CI + CZxCl+ClxCi +
ClxCZ+CixC3=54+20+30+15+6+3 =79

_

P2 =75
__card[(X=3)]

b3 = card(Q)

(X = 3) est ’événement « L’ensemble des tirages simultanés de 3 boules parmi 10 dans
lesquels on a 3 couleursy c’est-a-dire tirer une boule rouge, une boule jaune et une boule verte

donc card[(X =3) }=Ci xCl xCl =30

__card[(X=3) ] 1

b3 = card(Q) 4

La loi de probabilité sera présentée a I’aide d’un tableau comme suit :

Xj 1 2 3

D; 11 79
120 120

N

11 79 1 11479430
ppt+pt+tp3=—+—+-=—7—=1

120 120 4 120

On remarque que p; +p, +p3 =1
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b. Remarque

Pour une variable aléatoire X dont 1’'univers image X(Q)= {Xl ;X9 ) e ;Xn} telle que p; =

P[(X=x)];pz =P[X=x3)]; ... ;pn =P[(X=xp)],ona:p; +p; +-+p, =1

6. Espérance mathématique-variance et écart type

a. Définitions et exemples

Soit X une variable aléatoire d’univers image X(Q)= {X; ;X5 ;...; Xp} et p; = P[(X = Xq) ] ;

P, = P[(X = Xz)]; v} Pn = P[(Xz xn)]

» L’espérance mathématique de X est le réel noté E(X) tel que
E(X) = XiL1 XiPi =X1 X P1 + Xz X P2 + -+ X4 X Py

259

Dans I’exemple ci-dessus, E(X) = 1 X L iroaxZ2 43x i =

120 120

» Lavariance de X est le réel positif noté V(X) tel que

VX) = 2Ll — EXD)? pil = (x1 — EX))? p1 + (x2 — EX))? po+.. + (%0 — E(X))? pu.
La variance est aussi donnée par la formule équivalente et plus pratique suivante dite formule

de Koening : V(X) = Xz, (xi® pi) — [EQO1? = %1% p1 + x2% pa+.. +xp° pn — [EX)]?

Dans ’exemple ci-dessus, V(X).= 12.x By x 2 p3zxio (
120 120 4

259)2 4559
120° 1202

» L’écart type de X est'le réel positif noté o(X) = /V(X)

V4559
120

Dans I’exemple ci-dessus, 0(X) ==

7...Fonction de répartition

a. Définition

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X est la fonction notée F et définie de R a
valeurs dans [0; 1] par F(x) = P(X < x) ou (X < x) est I’événement X prend des valeurs

inférieures a x.

b. Propriété
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Si X est une variable aléatoire prenant les valeurs x; ; X, ; X3 ...; X,_1et X, telles que x; <
Xy <Xz..< Xpo1 < X, €tp; = P[(X = X;) ] , 1 <1< n alors la fonction de répartition de

X peut étre donnée par le tableau suivant :

X [X<Xq[X SX<Xp [X<X<X3|.... Xp-1 S X < Xp X 2 Xp

F(x) | 0 p1 p1 +p2 e | PLF P2+t DPnog | ]

c¢. Exemple

La variable aléatoire X de I’exemple précédent prend les valeurs 1 ; 2 et.3. Sa fonction de

répartition F est donnée par :

X |[x<1]1<x<?2 2<x<3 x=>3

F(x) | 0 11 79
120 | 120 ' 120

Sl w

d. Représentation

Comme toute fonction, on peut représenter graphiquement une fonction de répartition. Pour
cela, on va tracer un repere plan a axes orthogonaux puis on mettra en abscisses les valeurs
prises par la variable aléatoire et en ordonnées, on mettra les valeurs de la fonction de
répartition. Prenons I’exemple-de la fonction de répartition précédente : On peut choisir comme

échelle 1 cm — 1 sur I’axe'des abscisses, et 1 cm — 0,1 sur I’axe des ordonnés

Ona:—= =009%et>= 0,75
120 4
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8. Loi binomiale

a. Définition 1

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve ayant seulement deux résultats possibles. L’un est
généralement dit « succes » et I’autre « échec ». Par exemple 1’épreuve-qui consiste a lancer
une piece de monnaie et a noter la face supérieure qui est apparue est:une épreuve de Bernoulli
car elle a deux résultats seulement : pile et face, on peut dire par exemple qu’on a succes si ¢’est

face qui est apparue et échec si c’est pile qui est apparue.

Lorsqu’on répéte plusieurs fois de suite et de fagon indépendante une épreuve de Bernoulli, on
dit qu’on a un schéma de Bernoulli. Par exemple siton lance 6 fois de suite une picce de

monnaie, alors on a répété 6 fois une épreuve de Bernoulli et donc on a un schéma de Bernoulli.
b. Définition 2

Une variable aléatoire X suit la loi binomiale de parameétres n et p si X est la variable aléatoire
définie par le nombre de suceés obtenus en répétant n fois de suite de maniere indépendante
une épreuve de Bernoulli ' p désignant la probabilité d’avoir un succes dans chacune de ces n

¢preuves de Bernoulli.
c. Théoréme

Si une variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres n et p alors la probabilité
d’obtenir k succés (0 <k <n)est P[((X=K)] =Ckxp<x (1 —p)"X; EX)=nxp et
VX)=nXxpx(1-p)

d. Exemple

On lance 3 fois de suite une piéce de monnaie équilibrée, on suppose qu’on a un succes a chaque
fois que la face pile apparait. Soit X la variable aléatoire définie par le nombre de succes au

cours de ces 3 lancers.
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1. Calculer la probabilité de I’événement (X = 2).
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution
La variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres n et p.
1. (X = 2) est’événement : « Obtenir 2 succes (2 fois pile) au cours des 3 lancers »

n = 3 et p est la probabilité¢ d’avoir un succes dans chacune de ces 3 épreuves de/Bernoulli.
Dans chacune de ces 3 épreuves de Bernoulli, I'univers est Q = {pile ; face}. Comme la pic¢ce
est équilibrée alors on a équiprobabilité dans chacune de ces 3 épreuves de Bernoulli d’ou
P({pile} = P({face}) = p et comme P(Q2) = P({pile} + P({face}) = p+p =1 alors 2p =1
1

d’Oflp = 5

) \ r \ s 2 1 2 1 3-2 1 1
D’aprées le théoréme précédent, on a P[(X =2) ] =(C5 %X (5) X (1 — E) =3X X575

2. D’aprés le théoréme précédent, on a E(X) =n X pp= 3 X % = % etVX)=np(1—-p) =

N w

X

N |-

4

CHAPITRE 12 : CALCUL INTEGRAL

w|w

Durée : 6h (Cours)

Objectifs spécifiques. :
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v’ Restituer et utiliser les propriétés de I’intégrale ;
v’ Calculer une intégrale a 1’aide d’une primitive ou d’une intégration par parties ;
¥ Calculer des aires planes.

WWW.

Prérequis :
v’ Primitives
Supports didactiques :

v CIAM TSM ;
v" VisaBac;
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AN N N NN

CIAM Terminale SE ;

Nouveau transmath programme 1998 ;
Livre de TS2 de M. Saloly Ba ;

Cours de TS2 de M. Babacar Djitté ;
Cours de TS2 de M. Elimane Bousso ;

Programme sénégalais.

Plan du chapitre

I.

I1.

I11.

Iv.

Compléments

1. Dérivée de fonctions trigonométriques usuelles

2. Primitives de fonctions trigonométriques

Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a; b]

1. Définition et notation

2. Remarque

3. Exemples

4. Propriétés de ’intégrale

Intégration par parties

1. Théoréme

2. Exemple

Calcul d’aires

1. Aire du domaine délimité par I’axe des abscisses,C et les droites d’équation
x=aetx=>b

2. Aire du domaine délimité par Cy, C4 et les droites d’équation x = aetx = b
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Déroulement du cours
CHAPITRE 12 : Calcul intégral

Introduction :

Pour calculer des aires, les mathématiciens grecs utilisaient des méthodes géométriques
consistant a remplacer la surface considérée par un carré de méme aire. (Probléme de

quadrature).

Au 17°™ siécle, KEPLER (1571-1630) obtient des formules pour.calculer le volume de
tonneaux a 1’aide de décompositions de surfaces en domaines.¢lémentaires. Enfin, LEIBNITZ
(1646-1716) et NEWTON (1643-1727) construisent. indépendamment et presque
simultanément, une méthode pour la détermination-des aires et des volumes : « le calcul

intégral ».

Le calcul intégral est donc un outil permettant.de calculer des aires et des volumes. De nos
jours, il est utilis¢ dans plusieurs sciences : en physique avec la détermination du centre

d’inertie, avec le calcul des moments d’inertie ..., en statistique ...

I.  Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle [a; b]

1. Définition et notation
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. L’intégrale de a a b de f est le réel noté
f: f (x)dx et défini par f: f(x)dx = F(b) — F(a) ou F une primitive quelconque de f sur
[a; b]. Lesréels a et b sont dits bornes de I’intégrale et f: f(x)dx se lit : «intégrale dea a b de

f(x) dx ».

2. Remarque

v' Le réel F(b) — F(a) est noté [F(x)]2 et se lit : « F(x) pris entre a et b ». Ainsi on écrit :

[? f(x)dx = [F(0)1 = F(b) — F(a).
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v’ Dans I’écriture f: f(x)dx, la lettre x peut étre remplacée par toute autre lettre sauf a et b
c’est-a-dire, on a : f;f(x)dx =f;f(t)dt = f:f(u)du = - On dit que x est une
variable muette.

3. Exemples : Calculons les intégrales suivantes : | 14 2x dx et f_zl x? dx

v [foxdx=[x*]t=16-1=15

_2_ 0

f—lx x= [?]_1 3 3

4

Exercice 2 faire : Calculer [*cos(2x + ) dx et f_ll e X1 dx

4. Propriétés de ’intégrale

a. Conséquences immédiates de la définition
Soit f une fonction continue sur [a; b]. On a alors :

v [P f(x)dx =0

v P F0dx =~ [ f(odx

b. Linéarité de I’intégrale
Soient f et g des fonctions continues sur [@; b] et @ un réel constant. On a alors :
b b b
v LG+ g()] dx =f, fG)dx + [ g(x)dx

v [Vlaf(0)ldx = a [ ()dx
v J2IFGO) - g@oldx = [ f()dx — f g(x)dx
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Exercice d’application

On.pose A = fon cos’xdxetB = fon sin?x dx

WWW.

1. Calculer A+ B etA —B.
2. En déduire les valeurs de A et B.
Solution
1. A+B= fon cos?x dx + fonsinzx dx = fon(coszx + sin?x) dx = fonl dx=[x|f ==

doncA+B=m

A—-B= fon cos?x dx — fon sin®x dx = fon(coszx — sin?x) dx = fon cos 2x dx
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Y
= Esian] =% [sin 2x]§ = %(sinZn—sin 0)=0doncA—B =0

;Il- n@{ZA_:n A=

c¢. Relation de CHASLES

Soit f une fonction continue sur [a; b] et ¢ € [a; b]. On a alors :
f:f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx.

Exemple
Calculons I’intégrale suivante : f_zllx2 + 2x|dx

—x?—2x six €[-1;0]
x?+2x  six€[0;2]

Ona: |x? + 2x]| ={

D’aprés la relation de CHASLES, on a : f_zllx2 + 2x|dx = f_ollx2 + 2x|dx + fozlx2 + 2x|dx
= f_ol —(x?% + 2x)dx + foz(x2 + 2x)dx
=— f_ol(x2 + 2x)dx + foz(x2 + 2x)dx

+x2]z =6

3 0 3
:_[x_+x2] +[x_
3 -1 3

d. Intégrale et inégalités
Soient f et g des fonctions continues sur [a; b].
i.  Propriétés
Si pour tout x € [a; b], f(x) = 0 alors fff(x)dx >0
Si pour tout x € [a; b], f(x) < 0 alors fff(x)dx <0.
Si pour tout x € [a; b], f(x) = g(x) alors f:f(x)dx > f:g(x)dx.
Si pour tout x € [a; b], f(x) < g(x) alors f:f(x)dx < f:g(x)dx

|7 Feoydx| < [71f(oldx

D U N U NN
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ii. Théoréme (Inégalité de la moyenne)

v' S’il existe deux réels constants m et M tels que pour tout x € [a; b], m < f(x) < M alors
m(b—a) < [, f(x)dx < M(b - a).
v' S’il existe un réel constant positif M tel que pour tout x € [a; b], |f(x)| < M alors
|f:f(x)dx| <M(b—a)
Exercice a faire

1. Démontrer que pour tout x € [2; 4] S x— < . En déduire un encadrement de f xiz

2. Démontrer que x € [ 2] |In x| < In 2. En déduire un encadrement de

f In x dx|

II. Intégration par parties

1. Théoréme

Soient u et v des fonctions dérivables sur [a; b] telles que u' et v’ soient continues sur [a; b].

On a alors f:u’(x)v(x)dxz [u(x)v(x)]s — f: v'(@)u(x)dx (On peut aussi écrire

v udx = [u@)vols - [} u' ()v(x)dx )

2. Exemples : En utilisant une intégration par parties, calculons les intégrales

suivantes : flex Inx dx et f_ll(x —2)e*dx
flex In x dx? On pose u'(x) =(x et v(x) = In x donc u(x) = %xz etv'(x) = i
flex Inxdx = fle u' () v@)dx = [u(x)v(x)]é — fle v’ (x)u(x)dx
1 1
= E[len x]¢ —Eflex dx

e?+1
4

=€’ ;1% =
[55(x = 2)e*dx ? On pose u' (x) = e* et v(x) = x — 2 donc u(x) = e* et v'(x) = 1
[l = 2)e* dx = [1 w' (Dv()dx = vl — [1 v/ (ulx)dx
= [(x—2)e*], — [ e* dx

=—e+3e ! —[e*]},
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4-2e2

=—e+3el-(e—e )=

Exercice d’application : En utilisant une intégration par partie, calculer les intégrales

ivante 'fezlnde'felnxdx'fO (x + 2)e**ldx et [>(2x + 1) Inx dx
suivantes : : ) )

1 1 x2

III. Calcul d’aires et de volumes

Soient f et g des fonctions continues sur [a;b], Cr et C, leurs courbes dans un repére
orthonormé (0,1,]), (D):x = a et (D"): x = b. Notre objectif est, dans.un-premier temps, de
calculer, I’aire du domaine délimité par ’axe des abscisses, C; etles droites (D) et (D'), puis

dans un second temps, I’aire du domaine délimité par Cy, C4 €t les droites (D) et (D).

Pour exprimer ces aires, on prend souvent comme unité, 1’aire’du carré construit sur les vecteurs

Tet J. L aire de ce carré est donc dite une unité d’aire et'est notée 1 u.a.

|
|
|

|
|
|
1

L. Aire du domaine délimité par I’axe des abscisses, C et les droites (D) et (D’)
a. Cas ou (y est au-dessus de ’axe des abscisses sur [a; b]

e Propriété

Si C; est au-dessus de 1’axe des abscisses sur [a, b] (autrement dit si pour tout x € [a; b], ona
f(x) = 0) alors ’aire (souvent notée A) du domaine (souvent noté D), délimité par I’axe des

abscisses, Cy et les droites (D):x = a et (D'):x = b exprimée enu.a est:
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AD) = ([, fF(x)dx) w.a.

oo O

.

\

P

Dans le cas ci-dessus, le domaine D délimité par I’axe des abscisses, Cr ¢t les droites
(D):x = aet(D"):x = b est I’ensemble des points M (;C/) telsquea<x<bet0 <y < f(x).
b. Cas ou Cy est en dessous de I’axe des abscisses sur [a, b]
e Propriété

Si Cs est en dessous de I’axe des abscisses sur [a, b] (i.e si pour tout € [a; b], f(x) < 0) alors

I’aire du domaine D délimité par I’axe des abscisses, Cy et les droites (D):x = aet (D"):x = b

exprimée en u.a est : A(D) = —(f:f(x)dx) u.a.

Qf St

Dans le cas ci-dessus, le domaine D est I’ensemble des points M ( ) tels que a < x < b et

y
fx)<y<o.

c. Cas ou Cyest a la fois en dessous et au-dessus de I’axe des abscisses sur [a, b]
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Dans la configuration ci-dessus, I’aire du domaine D d¢limité par I’axe des.abscisses, Cr et les

droites (D): x = a et (D"): x = b exprimée en u.a est :

AD) = (— facf(x)dx + fcdf(x)dx — f:f(x)dx) u.a.

2. Aire du domaine délimité par Cy, C, et les droites (D):x =aet(D'):x =b

a. Cas ou Cy est au-dessus de C  sur[a; b]

Si Cr est au-dessus de Cy sur [a; b] (autrement.dit'si pour tout x € [a; b], f(x) = g(x) ) alors

I’aire du domaine D délimité par Cr, Gy et les droites (D):x = a et (D'):x = b exprimée en

uaest A(D) = (f:(f(x) —g(x))dx )u.a

7

Dans le cas ci-dessus, le domaine D délimité par Cy, C; et les droites (D):x = aet (D"):x = b

est aussi I’ensemble des points M (; ) telsquea<x<betg(x) <y<f(x).

b. Cas ou Cy est en dessous de C, sur [a; b]
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Si Cr est en dessous de Cj sur [a; b] (autrement dit si pour tout x € [a; b], f (x) < g(x) ) alors

I’aire du domaine D délimité par Cf, Cj et les droites (D):x = a et (D'):x = b exprimée en

uw.aest A(D) = (f:(g(x) —f(x))dx) u.a

/--—\.\__“‘_/

DP

Dans le cas ci-dessus, le domaine D délimité par Cf, C; et les droites (D):x = aet (D'):x = b

est aussi I’ensemble des points M (; ) telsquea <x<betf(x)<y<g(x).

Remarque

Si I’unité graphique du repére orthonormé (0,7,7) est de p cm ou p est un réel positif alors une
unité d’aire peut étre exprimée en ¢m? et'on a : 1u.a = p? cm?. Dans ce cas, ’aire d’un

domaine en cm? est Daire de cé domaine en u.a multipliée par p2.

3. Calcul de volumes

L’espace étant muni d*un repére orthonormé (0, 1,7, E). Le volume du solide de révolution
engendré par la rotation de la courbe Cy sur [a; b] d’un tour complet autour de I’axe des

abscisses est V.= (m f:[f (0)]%dx) X u.v oulu.v = p3cm? sil’unité graphique du repére

orthonormé (0,7, 7, k) est p cm.

CHAPITRE 13: Equations différentielles linéaires

Introduction: Les équations différentielles tirent leur origine dans la résolution de problémes
de physique et de mécanique proposés par les physiciens aux mathématiciens. Elles se sont
développées au fil des années et se sont détachées de la physique pour rester une théorie plus
mathématique. Elles sont utilisées dans plusieurs domaines tels que : la géométrie différentielle,

la démographie, la chimie, la biologie, la physique, .....
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I. Notion d’équations différentielles

1. Activité

—2x

Soient les fonctions f et g définies sur R respectivement par f(x) = e™** et g(x) = cos 3x.

1. Montrer que pour tout x € R, f'(x) + 2f(x) = 0.
2. Montrer que tout x € R, g"(x) + 9g(x) = 0.

Exploitation de I’activité

D’aprés 1. , la fonction f vérifie 1’égalité f' + 2f = 0. On dit que f est solution de
I’équation y' + 2y = 0 d’inconnue y (y étant une fonction de la variable x) dite équation

différentielle.

D’apres 2), g vérifie I’égalit¢ g" +9g = 0. On dit que g-est solution de I’équation
différentielle y" + 9y = 0.

2. Définition et vocabulaire

Une équation différentielle est une équation dont I’inconnue est une fonction et dans laquelle

figure au moins 1’une des dérivées successives de-la fonction inconnue.

Dans une équation différentielle, la fonction inconnue est souvent notée par la variable y, sa

dérivée premiére est notée par y’ et sa dérivée seconde est notée par y" etc....

Résoudre dans R (respectivement dans un intervalle I) une équation différentielle, c’est trouver
toutes les fonctions-définies sur R (respectivement définies sur I) qui sont solutions de

I’équation différentielle:

Dans une équation différentielle, s’il n’y a que y’ qui apparait (avec seulement y ou méme sans

y) alors on'dit qu’on a une équation différentielle du premier ordre.

Dans une équation différentielle, s’il apparait y" (avec seulement y’ ou y ou méme sans les

deux) alors on dit qu’on a une équation différentielle du second ordre.

3. Exemples
v L’équation y' + 2y = 0 est une équation différentielle du premier ordre.
v L’équation y" + 9y = 0 est une équation différentielle du second ordre.

II. Equations différentielles linéaires homogénes (sans second membre)

1. Equations différentielles linéaires homogénes du premier ordre a coefficients constants
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a. Définition

Toute équation différentielle qui peut se mettre sous la forme y’ + ay = 0 avec a un réel
constant non nul est dite équation différentielle linéaire homogeéne (ou sans second membre) du

premier ordre a coefficients constants.

b. Exemple
Les équations différentielles y' + 2y = 0(a = 2)et2y' —y =0(a = — %) sont des équations
différentielles linéaires homogenes du premier ordre a coefficients constants.

c. Méthode de résolution

i. Théoréeme

Les solutions dans R de 1’équation différentielle y' + ay = 0 sont les fonctions f de la forme

f(x) = ke™* ou k est un réel constant.
Preuve

yV+ay=0= @' +tay)e* =0=ye™ 4 ae®®y =0 or (ye*) =y'e™ +ae®™y
donc y' + ay = 0 & (ye*™)’ = 0 donc 1a-fonction ye® a une dérivée nulle donc c’est une

fonction constante par suite il existe un réel constant k tel que ye** = k d’ou

y’+ay=0(:)yeax=k@yz;%zke‘axAinsionay’+ay=O<:>y=ke‘ax.
ii. Exemples

Résolvons dans R les équations différentielles suivantes: y' —3y = 0et 2y’ +y = 0.

v" Les solutions dans R de I’équation différentielle y' — 3y = 0 sont les fonctions f de la

forme f(x) = ke3* avec k un réel constant.

vVi2yl+ty=0ey'+ % y = 0. Les solutions dans R de I’équation différentielle y' + % y sont

1
les fonctions f de la forme f(x) = ke™2" avec k un réel constant.
d. Solution vérifiant une condition initiale donnée

i.  Propriété
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Soit x et y, des réels constants donnés. Parmi toutes les fonctions f de la forme f(x) = ke™%*

, solutions de 1’équation différentielle y’ + ay = 0, il existe une unique fonction g qui prend

la valeur y, en x; i.e g(xg) = Vo-

ii. Exemple
Déterminons ’unique solution dans R qui prend la valeur 1 en 0 de 1’équation différentielle
y'—3y=0.

Les solutions dans R de I’équation différentielle y' — 3y = 0 sont les fonctions f.de la forme
f(x) = ke3* avec k un réel constant. Parmi toutes ces solutions, il y a une unique'solution qui

prend la valeur 1 en 0. Déterminons-la. Soit g cette solution

g(x) = ke**
g(0) =1

k = 1dou g(x) = e3*. Ainsi la fonction g telle que g(x)-= e3* est la seule solution qui prend

On a donc { . Comme g(x) = ke3* alors g(0) = k-parsuite g(0) = k = 1 donc

la valeur 1 en 0, de I’équation différentielle y' — 3y = 0.
e. Remarque

f(x) = ke avec k un réel constant non .nul est dite la solution générale de 1’équation

différentielle y’ + ay = 0.

2. Equations différentielles linéaires homogénes du second ordre a coefficients constants

a. Définition

Toute équation différentielle qui peut se mettre sous la forme y" + ay’ + by =0 avecaetb
des réels constants nen tous nuls est dite équation différentielle linéaire homogeéne du second

ordre a coefficients constants.
b. Exemples

L’équation y" + 9y = 0 est une équation différenticlle linéaire homogeéne du second ordre a

coefficients constants ou a = 0etb = 9.

L’équation différentielle y" + 2y’ 4+ 3y = 0 est une équation différentielle linéaire homogéne

du second ordre a coefficients constants ou a = 2 et b = 3.

c¢. Equation caractéristique d’une équation différentielle du second ordre

i.  Définition
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L’équation caractéristique de 1’équation différentielle y" + ay’ + by = 0 est I’équation du 2™

degré d’inconnue r suivante : 72 + ar + b = 0.
ii. Exemple
L’équation caractéristique de 1’équation différentielle y" + 2y’ + 3y = 0 est I’équation
r2+2r+3=0.
d. Méthode de résolution

Soient y" + ay’ + by = 0, 2 + ar + b = 0 son équation caractéristique et A le'discriminant

der?4+ar+b=0.

i.  Théoréme (admis)
v Si A= 0 alors 2 + ar + b = 0 a une solution double notée ry-et les solutions dans R de
y" + ay' + by = 0 sont les fonctions f de la forme f(x) =(Ax + B)e™* ou A et B sont
des réels constants. Dans ce cas, f(x) = (Ax +'B)e’* est dite la solution générale de

I’équation y" + ay’ + by = 0.
Exemple : Résolvons dans R 1’équation différentielle y" + 2y' +y = 0.
L’équation caractéristique de y" + 2y’ + y=0estr> + 2r + 1 = O etona : A= 0 donc

1o = —1. Ainsi, les solutions dans R de y" + 2y’ + y = 0 sont les fonctions f de la forme

f(x) = (Ax + B)e™ owA et B sont des réels constants.

v SiA> 0 alors 7?2 % ar + b = 0 a deux solutions réelles distinctes 7y et r, et les solutions
dans R de'I’équation différentielle y" + ay’ + by = 0 sont les fonctions f de la forme

f(x) = Ae™* + Be™* ou A et B sont des réels constants. Dans ce cas,
f(x).= Ae™* + Be™* est dite la solution générale de 1I’équation y" + ay’ + by = 0.
Exemple : Résoudre dans R 1’équation différentielle y" + y' — 6y = 0
L’équation caractéristique de y" +y' — 6y = 0estr> +r — 6 = O eton a : A= 25 donc

r, = 2 etr, = —3. Ainsi, les solutions dans R de y" + y' — 6y = 0 sont les fonctions f de la

forme f(x) = Ae?* + Be™3* ou A et B sont des réels constants.
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v SiA< 0alors 72 + ar + b = 0 a deux solutions complexes conjuguées a + Bi et a — Bi et
dans ce cas les solutions dans R de 1’équation différentielle y" + ay’ + by = 0 sont les
fonctions f de la forme f(x) = (A cos fx + B sin fx)e®* avec A et B des réels constants.
Dans ce cas, f(x) = (Acos Bx + B sin fx)e™ est dite la solution générale de 1’équation

y"+ay + by =0.
Exemple : Résolvons dans R 1’équation différentielle y" — 4y' + 13y = 0.

L’équation caractéristique de y" — 4y’ + 13y =0estr?—4r+13=0etona:A =—9 =

—b'+61

(3i)? donc les racines carrées de A’ sont 3i et —3i donc r; = =2+ 3ietr,=2-3i

Ainsi @ = 2 et f = 3 donc les solutions dans Rde y" — 4y’ 4+ 13 = 0 sont les fonctions f de

la forme f(x) = (A cos 3x + B sin 3x) e?* ou A et B sont des réels constants.

III.  Equations différentielles linéaires a coefficients constants avec second membre
1. Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants avec second membre

a. Définition

Toute équation différentielle qui peut se mettre sous'la forme y' + ay = g(x) ou a est un réel
constant et g une fonction différente de la fonction nulle est dite équation différentielle linéaire

du premier ordre a coefficients constants‘avec second membre.
b. Exemple

L’équation y’ + 2y = x%+4 3x est une équation différentielle linéaire du premier ordre a

coefficients constants avec second membre.
c. Méthede de résolution
Soient (E):y"+ ay = g(x), (E'):y’ + ay = 0 et h une solution particuliére de (E) connue.
i. Théoréme
Une fonction f est solution de (E) si et seulement si f — h est solution de (E").
Preuve
La démonstration d’une proposition comportant si et seulement si se fait souvent en 2 étapes.

1¢r¢ étape : On va montrer que si f est solution de (E) alors f — h est solution de (E’).
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Pour ce, supposons donc que f est solution de (E) et montrons que f — h est solution de (E').
F-hn'+a(f-R)=f"-h"+a(f -h)

= ' +af — (W + ah)
) g

=9-9

(f — h)' + a(f — h) = 0 car par hypothése de la 1° étape, f est solution de (E) et-h est une
solution particuliére de (E) connue d’ou f — h est solution de (E"):y’ + ay = 0.

28me étape : On va montrer que si f — h est solution de (E') alors f estsolution de (E).
Supposons donc f — h est solution de (E") et montrons que f est solution de (E).
Comme f — h est solution de (E") donc (f —h)' +a(f —h)=0
f—-h'+a(f-h)=0=f"—-h"+af —ah=0

=>f'+af —(h +ah)=0

> f' +af = h'+ah
g

=>f ' +af=g
car h est une solution particuliere.connue de (E). Ainsi f est solution de (E). Fin de la preuve
ii. Conséquence du théoreme

Si h une solution particuliére connue de (E): y' + ay = g(x) alors les solutions dans R de (E)

sont les fonctions f de la forme f(x) = h(x) + ke™** avec k un réel constant.
Preuve

Supposons que h une solution particuliére connue de (E): y' + ay = g(x). Soit f la solution
générale de (E). D’apres le théoréme précédent, f — h est une solution de (E’):y’ + ay = 0.

—ax

Or les solutions de (E’) sont les fonctions de la forme ke avec k un réel constant donc

(f —h)(x) = ke ™™ d’ou f(x) — h(x) = ke~ ™. Par suite f(x) = h(x) + ke %*.

2. Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants avec second membre

a. Définition
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Toute équation différenticlle qui peut se mettre sous la forme y" + ay’ + by = g(x) otaetb
sont des réels constants et g une fonction différente de la fonction nulle est dite équation
différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second membre.

b. Exemple

3x

L’équation y" — 3y’ + 5y = —— est une équation différentielle linéaire du second ordre a

2

coefficients constants avec second membre.
c¢. Méthode de résolution

Soient (E):y" + ay’ + by = g(x), (E"):y" + ay’ + by = O et h une solution particuliére

de (E) connue.
i. Théoreme
Une fonction f est solution de (E) si et seulement si f —h est solution de (E').
Preuve
1¢r¢ étape : On va montrer que si f est solution de (E) alors f — h est solution de (E').
Pour ce, supposons donc que f est solution de (E) et montrons que f — h est solution de (E').
F-n"+a(f-h)'+b(f—h)=f"—h"+a(f'—h')+bf —bh

= f" +af’ +bf — (k" + ah’ + bh)
g g

=9—9

(f = h)"#+a(f — h)' + b(f — h) = 0 car par hypothése de la 1°® étape, f est solution de (E)

et h.est.une solution particuli¢re de (E) connue d’ou f — h est solution de (E').

2¢me étape : On va montrer que si f — h est solution de (E') alors f est solution de (E).
Supposons donc f — h est solution de (E") et montrons que f est solution de (E).

Comme f — h est solution de (E") donc (f —h)" +a(f —h) + b(f —h) =0
f—-h"+a(f-h)+b(f—-h)=0=>f"—-h"+a(f'—h')+bf —bh =0

=>f"+af +bf —(h" +ah’ +bh) =0
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=>f"+af"+bf =h" +ah’ + bh
)

>f"+af +bf =g
car h est une solution particuliére connue de (E). Ainsi f est solution de (E). Fin de la preuve
ii. Conséquence du théoréme

Si h une solution particuliére connue de (E): y"' + ay’ + by = g(x) alors les solutions dans R
de (E) sont les fonctions f de la forme f(x) = h(x) + p(x) ou p est la solution-générale de
I’équation (E'):y" + ay’ + by = 0.

Preuve

Supposons que h une solution particuliére connue de (E): y"” +ay"+ by = g(x). Soit f la

solution générale de (E). D’apres le théoréme précédent, f —h est une solution de

(E):y"+ay"+by=0 donc f—h=p ou p est la solution générale de (E’). Ainsi
(f — h)(x) = p(x) donc f(x) — h(x) = p(x). Parsuite f(x) = h(x) + p(x).

CHAPITRE 14 : Statistiques

Quelle est la différence entre les statistiques et la statistique ?
Réponse :

Les statistiques désignent des chiffres qui décrivent un phénomene. Par exemple, on parle des
statistiques du bac 2021, les statistiques des accidents de la circulation, les statistiques des
enfants de la rue..... tandis que la statistique est une science qui a pour objet la collecte de
données atravers des enquétes, I’organisation, I’analyse et I’interprétation de ces données. Une

interprétation rigoureuse de données peut conduire a une prise de décision.
La statistique est aujourd’hui utilisée dans pas mal de domaine comme en démographie....

I Série statistique a deux variables
1. Vocabulaire de base
e Une population (statistique) est un ensemble fini sur lequel on collecte des données. Elle
peut étre composée de personnes, d’animaux ou d’objets...

e Chaque ¢lément d’une population statistique est dit individu ou unité statistique.
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e Une variable (ou caractére) est une propriété étudiée ou une information recueillie sur
chaque individu d’une population. Elle est souvent notée X ou Y ou Z..... et si ses valeurs
sont des nombres réels alors elle est dite variable quantitative.

2. Série statistique double

Sur une population de 5 individus constitués d’hommes : I, 1,,13,1, etls, il est possible
d’étudier simultanément deux variables par exemple : nombre de femmes (X) et nombre

d’enfants (Y). La collecte des données pour les deux variables X et Y s’effectue comme suit :

IndiViduS Il 12 I3 I4_ 15
X x1=4 |x;,=1| x3=2 |x4,=0[xs=1
Y y1=201y,=6|y3=20 |y, =1 }ys=6

Pour I’individu I;, on a un couple de données (x4; ;) = (4; 20) ou xy. =4 est la donnée fournie
par I; relativement a la variable X (nombre de femmes) et y; = 20 est la donnée fournie par I;

relativement a la variable Y (nombre d’enfants).

Pareil pour I,, on a un couple de données (x,; y,). = (1; 6) ou x, = 1 est la donnée fournie par
[, relativement a la variable X et y, = 6 est la donnée fournie par [, relativement a la variable

Y. Ainsi de suite ....

L’ensemble des couples {(xq,y1); {x2, ¥5); ...; (x5, ¥s)} est dit série statistique double. Elle est
notée (X,Y). Le tableau qui détermine la série double (X,Y) est :

X4x1=4 |x;=1]| x3=2 |x3,=0|x5=1

Y| y1=20|y,=6|y3=20|y,=1|ys=6

Remarque : Il.y a.deux couples identiques : (x3,y,) = (x5,¥5) = (1; 6) (ce qui veut dire que
les individus-Is-et Is ont donné les mémes informations relativement aux variables X et Y).
Dans ce cas, on peut organiser les données a partir d’un tableau a double entrée dit tableau de

contingence ou tableau de corrélation.

Les modalités de la variable X sontdonc : x; =4 ;x, =1;x3=2¢et x4 =0ectcellesde Y

sont:y; = 20;y, = 6 ety; = 1 et le tableau de contingence de la série (X,Y) est :

X 4 1 2 0 Totaux

20 1 0 1 0 n,=2
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0 2 0 0 n, =2

0 0 0 1 n; =1

Totaux ng = 1 n, = 2 n3 = 1 ny = 1 N=5

Le nombre 2 est dit effectif du couple (1, 6). Il signifie qu’il y a 2 hommes qui ont 1 femme
et 6 enfants. Il est noté n,,.

Le nombre 0 situé sur de la 2°™ ligne et la 3°™ colonne est dit effectif du couple (15.20). 11
signifie qu’il n’y a pas d’homme qui a 1 femme et 20 enfants. Il est noté n,.

ny =nq; +n4, +ny3 = Zle n;j=14+0+0=1 est le nombre d’hommes ayant 4
femmes. Il est dit effectif partiel marginal.

N, =Ngp + Ny +Ngptny, =X N, =0+2+0+0=2 estle nombre d’hommes

ayant 6 enfants. Il est dit effectif partiel marginal.

L’effectif total ou le nombre d’hommes est :

N=n; +n, +n; +n, =Y, n =1+24%1+1=5
Ou bien
N=n;+n,+n;=>,n;=242+1=5

Ou bien encore
_ 3 _ 3
N - Z?’zl 2]':1 nl] - Zj:l Z?:l nl]
La fréquence du couple (X;;y;) notée fj; est fj; = % Par exemple la fréquence du couple

(1,6) estf,, = % = § = 0,4. Cette fréquence en pourcentage est 40%.

II. Séries marginales et séries conditionnelles
1.. Séries marginales

a. 1°%¢gsérie marginale

Dans le tableau de contingence ci-dessus, la série statistique simple {(x;; n;):1 <i < 4} ou

n; est ’effectif partiel marginal de x; c’est-a-dire la somme des effectifs partiels contenus dans

la colonne x; est dite série marginale associée a la variable X ou encore la 1¥® série marginale.

Elle est présentée a 1’aide du tableau suivant.

X [4]1]2]0] Total
ng |1(2]1]|1|5
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‘ . . , nj n 1
La fréquence marginale de x; avec 1 < i < 4, notée f; estf; = Fl . Par exemple f; = Fl =c=

0,2
c. 2%me gérie marginale

Dans le tableau de contingence ci-dessus, la série statistique simple {(y]- ; n.]-): 1<j< 3} ou
n; est I’effectif partiel marginal y; est dite série marginale associée a la variable Y ou encore la

2%me série marginale. Elle est présentée a I’aide du tableau suivant :

Y [2016 |1 | Total
2 1211158

n_]'

n

La fréquence marginale de y;:1 =j = 3, notée fjestf;= % . Par exemple f, = FZ = % =04

2. Valeurs caractéristiques d’une série double

Considérons la série marginale X de I’exemple ci-dessus définie par le tableau suivant :

X |4(1]2]|0] Total
n; [1[2]1]|1]5

Les effectifs partiels de cette série marginale sont: n; = 1; n, =2; n3 =1; n, = 1.
o La moyenne de la'série marginale X notée X est égale :
- 1 1qa 1 _
X = ﬁ(nl_xl + n, X, + N3 X3 + n4_X4) = ﬁ i=1 NiXj = E X 8= 1,6
o -1 N .
Plus généralement, ona: X = NZ{L‘I n; X; OU Xq, X5, ....., Xy, sont les modalités de X.

e Lavariance de la série marginale X notée V(X) est définie par : V(X) = %Zle n; (x; — %)%

Elle est aussi égale a V(X) = (% * . n;x;%) — %2 dite formule de Koenig.
On a donc V(X) = %(nl_xl2 + n,x,2 + n3x3% + nyx,2%) — X% = 1,84

. 1 _ 1 .,
Plus généralement, on a : V(X) = =X, n; (x; — X)? = (G2t n; ;%) — X2 ol X4, Xz, «ev+, X

sont les modalités de X.
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e L’écart type de la série marginale X notée oy est égal :

ox =/VX) = V1,84 = 1,4

Le tableau suivant définie la série marginale Y

Y (20| 6| 1| Total
2 1211158

n_]'

e Lamoyenne y da la série marginale Y est égale :

_ 1 1 1
y= §2j3=1 n;y; = E(n.1Y1 +n,y; + nzys) = s X 53 =10,6
Plus généralement, ona : y = %Z]P:l n;yj ou yq, Yz, -, yp sont les modalités de Y.

e La variance V(Y) de la série marginale Y est définie par :V(Y) = %213:1 n;(y; — ¥)°. Elle

est aussi égale a V(Y) = (% Yilinjx;?) — §2 dite formule de Koenig.
Ona donc V(Y) = < (n1y:? + nay,? + nays?) — y2'= 62,24
. 1 _ 1 .
Plus généralement, on a : V(Y) = EZ]P=1 n;(y; —9)?° = G ]p=1 n;y;®) — ¥ o0 y1,¥2 -, ¥p
sont les modalités de Y.

e [’écart type de la série marginale Y notée oy est égal :

oy =+/V(Y) =+62,24 =79

e Lacovariancede Xet Y notée Cov(X,Y) est égale a :

4 3 3 4
1 1
Cov(X,Y) = Nz Z nXy; — (XX y) = NZ Z n;iXyj — (X Xy)

i=1 j=1 j=1 i=1

La covariance peut se calculer a 1’aide du tableau de contingence comme suit :

X|4(1(2(0 4

Y Z N;;X;yj

i=1
20 110[1]0](1x4%x20)+(1x2x20)=120
6 0200 |2%x1x6=12

1 0/0(0|1]0
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3.4 120 + 12 + 0 = 132
Zznijxly]
j=1 i=1
Cov(X,Y) = E (1,6 X 10,6) =

Plus généralement, on a : Cov(X,Y) = % i ij=1 n;iXjy; — (X X y)

1 _ —
= ﬁsz=1 Yiz1 NyXiy; — (X X ¥)

Ou x4, Xy, ....., Xy, sont les modalités de X et yq,y5, ....., Yp sont les modalités.de Y.
. iy . . , . | Cov(X,Y)
e Le coefficient de corrélation linéaire de la série double (X, Y) noté rest égalar = or
X Y
CoviX V) . On a toujours : —1 < r < 1. Par exemplele coefficient de corrélation de la
SV V()
série ci-dessus est r = 04t ~ 0,9
1,4%7,9

NB : Dans les calculs ci-dessus, tous les résultats non exacts sont arrondis a un chiffre

apres la virgule.

3. Séries conditionnelles

a. Définitions

Dans une série double (X, Y) oules modalités de X sont Xy; ...; Xy, et celles de Y sontyy; ...;yp

v' La série conditionnelle X sachant que Y =y; avec 1 <j < p notée X/Y =y, peut étre
j

C
&
o)
O
-
D
[
O
<
P
o)
( J
-
O
-
@

définie “par. le” tableau suivant obtenu en choisissant les parmi les x; celles pour

lesquellesn;; # 0.

X
/Y=yj X; | ... | Xy | Total

WWW.

ni]- nlj v nmj n_]-

Dans cette série conditionnelle, la fréquence conditionnelle de x; (nj; # 0) sachant que Y = y;

. njj
notée f,  est f,p, =—
Xi/y; Xi/y; n;
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v’ La série conditionnelle Y sachant que X = x; avec 1 <i < m notée Y/X — . beut étre
1

definie par le tableau suivant en choisissant parmi les y; celles pour lesquelles nj; # 0.

Y
/szi Y1 | --- | yp | Total

ni]- ngjq | --- nip n;

Dans cette série conditionnelle, la fréquence conditionnelle de y; sachant que X' = x; notée fy]. I
1

— D
est fy]. s
b. Exemple
Soit la série double (X, Y) ou les modalités de X sont : xy=4; X, =1;x3 =2¢t x5, =0c¢t

cellesde Ysont:y, =20;y, =6ety; = 1.

La série conditionnelle X sachant que Y = 20 notée X/Y — 9o ©st definie par le tableau

suivant :

X
/Y=20 412 | Total

njq 11112

Dans cette série conditionnelle, la fréquence conditionnelle de 4 sachant que Y = 20 notée f, /20

1
est f4/20 =5= 0,5.

v’ La série conditionnelle Y sachant que X = 1 notée Y/X _ 1 beut étre définie par le tableau

suivant :

Y/X=1 6 | Total

nzj 212

Dans cette série conditionnelle, la fréquence conditionnelle de 6 sachant que X = 1 notée f; P

2
est f6/1 =5= 1.
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¢. Remarque

fij =f

Xi/y]- X f] = ij/xi X fi.

III.  Représentation graphique et ajustement linéaire

1. Nuage de points

Soit une série double (X,Y) telles que les modalités de X sont Xy, .... , Xy, et celles de Y sont

Y1, -+ »¥p. Dans un repére orthogonal, I’ensemble des points Mj; (;1) tels que Ieffectif ny;'du
)

couple (X;;y;) soit non nul est dit nuage de points de la série (X,Y). Au-dessuside chacun de

ces points Mj;, on précise Ieffectif nj;.
2. Exemple

Pour  notre  série X,Y) ci-dessus, le nuage ~“de  points  est
{M;(4; 20); M,(1; 6); M3(2; 20); M,(0; 1)}. Représentons le nuage de points de la série

double de notre exemple ci-dessus.

Echelle : 1 cm— 1 sur I’axe des abscisses et 0,5 cm—1 sur 1’axe des ordonnées.
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3. Point moyen
Dans un orthogonal, le point G (;) ou X ety désignent respectivement les moyennes des séries

marginales X et Y est dit point moyen. On le représente dans le nuage de points.
4. Ajustement linéaire

Si le nuage de points d’une série double a une forme allongée (c’est-a-dire si les points semblent
se situer autour droite) alors on peut tracer une droite qui passe le plus pres possible de « tous
les points » du nuage. On dit qu’on a effectué un ajustement linéaire du-nuage et cette droite
tracée est dite droite d’ajustement. Il existe 3 types d’ajustement linéaire:: ajustement linéaire a
main levée, ajustement linaire par la méthode de Mayer et ajustement linéaire par la méthode

des moindres carrées.
a. Ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés permet de déterminer une droite qui passe le plus prés possible
des points du nuage. Une telle droite est dite droite de régression. On démontre qu’il y a deux

droites de régression :

. , . . " . _ N Cov(X,Y
e Droite de régression de Y en X notée Dy x d’équationy —y = a(x —X) ona = ‘(;:r( (X))
. , . , 9 2 . — ’ — N Cov(X,Y)
e Droite de régression de X'en'Y notée Dy y d’équationx —X = a'(y —y)oua = Vare)
b. Propriétés
e Le point moyen G (;) appartient a chacune des deux droites de régression.
. , . e g e 2 12 2 COV(X,Y) 2
e Le coefficient de corrélation lin€aire r est tel que r“ = aa’. En effet r* = (W) =
X Y

Cov(X,Y)xCov(XY) _ Cov(XY) _ Cov(X)Y) _ Cov(X)Y) _ Cov(X)Y) ’
(6x)2x(oy)?  (ox)? (ov)2 ~ Vvar(X) © var(Y)

e Si|r| = 0,87 ousir? > 0,75 alors on dit que la corrélation linéaire entre X et Y est bonne
ou bien on dit qu’un ajustement linéaire se justifie et dans ce cas, la droite de régression

Dy /x permet de faire une estimation de la valeur de Y connaissant celle de X et la droite de
régression Dy y permet de faire une estimation de la valeur de X connaissant celle de Y.

e Si|r| <0,87 ousir? < 0,75 alors on dit que la corrélation linéaire entre X et Y est faible

ou bien on dit qu’un ajustement linéaire n’est pas justifié.
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¢. Remarques
v On ne fait pas une estimation de la valeur de Y connaissant celle de X en utilisant la droite
de regression Dy ;y mais on doit nécessairement utiliser la droite de régression Dy x.
v On ne fait pas une estimation de la valeur de X connaissant celle de Y en utilisant la droite
de regression Dy x mais on doit nécessairement utiliser la droite de régression Dy y.
IV.  Série statistique double injective

1. Définition

Si les variables X et Y d’une série double (X, Y) ont le méme nombre de modalitésnetl’ effectif
1 sii=]j

nj; du couple (Xi, yj) est tel que nj; = {0 Sii%] alors la série double (X, Y)estdite injective.

Autrement dit, une série double (X, Y) est injective si elle peut étre définie-par un tableau de la

forme :

X | X |Xp | eeer | Xnp

Y |yi | Y2 | - Y0

Ou les colonnes sont toutes différentes.

2. Propriétés

L’effectif total N d’une série double injective est égale au nombre de colonnes du tableau ou au

nombre de modalités de la‘variable X ou celui de Y.

Toutes les formules‘déja vues ci-dessus se simplifient dans le cas d’une série injective et on a :

e Lamoyenne X de la série marginale X est X = %Z%\Ll x; et celle de la série marginale Y est
_ 1
y =L Xist Vi
. fp . — 19N o 2 = (L1yN 2y _ g2
o La variance de la série marginale X est V(X) = NZi=1(X1 X)* = (N21=1X1 ) —X% et
celle de la série marginale Y est V(Y) = %Z{il(yi —-9)? = (% N.vid) -7
e Lacovariance de X et Y est Cov(X,Y) = %Zf‘zl Xiyi — (X X V).

FIN du programme
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